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Resumo da Dissertagdo apresentada ao PPGEP/UFPA como parte dos requisitos

necessarios para a obtencao do grau de Mestre em Engenharia de Processos (M.Eng.)

SOLUCAO DE EQUACOES DE BALANCO POPULACIONAL USANDO A
TECNICA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE E FILTRO DE PARTICULAS
ASIR

José Geraldo Gongalves da Silva

Abril/2015

Orientadores: Clauderino da Silva Batista

Jodo Nazareno Nonato Quaresma

Area de Concentracdao: Engenharia de Processos

A técnica da transformada de Laplace com inversdo numérica foi usada para
resolver uma equagdo integro-diferencial parcial que relaciona a modelagem
matematica do problema fisico para estudar processos convectivos com taxas de
nascimento e morte de particulas e aerossois. Tal modelo ¢ governado PBE, na qual leva
em considera¢do a nucleacdo, crescimento e processos de coagulagdo. Um método
Bayesiano foi usado para resolver o problema inverso hiperbdlico e ndo-linear, e
estimar a fun¢do densidade de tamanho de particulas, e assim prever o comportamento
dindmico do sistema fisico. Especificamente, o filtro de particulas com Amostragem e
Reamostragem por Importancia Auxiliar (ASIR) foi utilizado como metodologia de
solucdo do problema. Por meio dessas solugdes, resultados numéricos foram obtidos e
comparados com os disponiveis na literatura para sistemas particulados, permitindo uma

avaliagdo critica da presente metodologia de solugdo.
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Abstract of Dissertation presented to PPGEP/UFPA as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master in Process Engineering (M.Eng.)

SOLUTION OF A GENERAL POPULATION BALANCE EQUATION BY THE
LAPLACE TRANSFORM AND ASIR PARTICLES FILTER TECHNIQUES

José Geraldo Gongalves da Silva

April/2015

Advisors: Clauderino da Silva Batista

Jodo Nazareno Nonato Quaresma

Research Area: Process Engineering

The Laplace transform technique with numerical inversion was used to solve an
integro-partial-differential equation related to the mathematical modeling of the
physical problem to study convective processes with birth and death rates of particles or
aerosols. Such model is governed by the population balance equation (PBE), in which is
taken into account the nucleation, growth and coagulation processes. A Bayesian
method was employed to solve the hyperbolic and non-linear inverse problem and
estimate the size distribution density function, thus predicting the dynamic behavior of
the physical system. Specifically, particulate filters with Auxiliary Sampling Importance
Resampling (ASIR) has been applied as a method of solving the problem. From these
solutions, numerical results were obtained and compared with those in the literature for

particulate systems permitting a critical evaluation of the present solution methodology.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O presente capitulo estabelece as motivagdes e os principais objetivos ligados ao
estudo de sistemas particulados, pela aplicagdo da técnica da transformada de Laplace
com inversdo numérica e filtro Bayesiano (com amostragem e Reamostragem por
Importancia Auxiliar) na solugdo das equagdes de balango populacional associadas ao

problema fisico de sistemas particulados.

1.1 - MOTIVACAO

O comportamento dindmico de uma populacdo de pequenas particulas é um
assunto de interesse nos campos da fisica atmosférica, cristalizagdo ¢ da quimica
coloidal. Em todos esses sistemas, as particulas crescem por colisdes e coalescéncia
com outras particulas (coagula¢do) e com crescimento de material no meio contendo
particulas (RAMABHADRAN et al., 1976). A descricdo matematica do sistema onde a
nucleagdo, crescimento e agregacdo ocorrem ¢ referido como balango populacional
(BP). O BP muitas vezes toma a forma de uma equacdo integro-diferencial parcial
hiperbolica ndo-linear e raramente tratavel analiticamente (LITSTER et al., 1995).

Particularmente, para aerossois atmosféricos, os fendmenos mais importantes
sdo a coagulacdo e a condensagdo heterogénea. Por causa da forte dependéncia das
propriedades de aerossois como dispersdo da luz sobre tamanho de particula, ¢ desejavel
entender com mais detalhes como a distribui¢do de tamanho evolui sob a influéncia
desses dois processos. A distribuicdo de tamanho de um aerossol € descrito por sua
funcdo densidade de distribuicdo de tamanho, que ¢ regida por uma equacao geral de
balanco populacional. Para simula¢des da dindmica atmosférica de aerossdis, incluindo
o transporte turbulento e dispersdo, a solu¢do numérica da equagdo de BP pode ser
necessaria.

Como o processo ¢ complicado pela interacdo dos mecanismos envolvidos, €
dificil e, muitas vezes impossivel, propor normas de scale-up e de projetos a partir de
dados experimentais. Assim, uma abordagem de modelagem fornece uma ferramenta

util para a interpretacdo de dados experimentais. O modelo tem de ser tdo preciso e



completo quanto possivel no que diz respeito aos dois fendmenos principais envolvidos:

a mistura e evolugdo de s6lidos (MARCHISIO et al., 2003).

1.2 - OBJETIVOS

Neste contexto, o objetivo deste trabalho € obter solucao através da transformada
de Laplace com inversao numérica e¢ do filtro Bayesiano com amostragem e
Reamostragem por Importadncia Auxiliar (ASIR), para a equagdo geral que rege a
funcdo densidade de distribui¢do de tamanho de particulados. A solugdo deve ser 1util
para estimar o comportamento dinamico de um sistema de particulas onde estara
ocorrendo coagulacdo e condensagdo. Além disso, solucdes analiticas para as situagdes
anteriormente tratadas na literatura serdo obtidas a fim de permitir uma comparagao

critica da metodologia de solucao atual.

1.3 - CONTRIBUICOES DA DISSERTACAO

Particulas precipitadas, normalmente sdo pequenos e discretos cristais,
juntamente com aglomerados, cada um com diferentes tamanhos. A distribuicdo de
tamanho de particula (PSD, do inglés Particle Size Distribution) é frequentemente um
importante indicador da qualidade para uma ampla faixa de produtos industriais,
incluindo corantes, quimica fina e firmacos (FALOPE et al., 2001).

A presente dissertagdo oferece uma alternativa para a solugcdo de equagdo de
balanco populacional (PBE) com taxa de crescimento e remocdo fazendo-se uso da
técnica da transformada de Laplace com inversdao numérica e do filtro ASIR. O filtro
ASIR ¢ usado no presente trabalho para estimar a fun¢do densidade de tamanho das

particulas inerentes ao processo de sistema particulado.

1.4 - SINTESE DO TRABALHO

O capitulo introdutério procura situar motivacdes, objetivos e as contribuigdes
do presente trabalho. E feito também um comentirio sobre a importancia do
comportamento dindmico de uma populagdo de pequenas particulas, o qual ¢ um
assunto de interesse nos campos da fisica atmosférica, de cristalizagdo e da quimica

coloidal.



O Capitulo 2 apresenta uma revisdo das principais contribui¢des na literatura que
abordaram o caso de sistemas particulados, envolvendo a taxa de crescimento,
nascimento e morte, remocdo e nucleacio. E também dada aten¢io a técnica da
transformada de Laplace, ao método das caracteristicas, bem como a técnica da
transformada de Laplace com inversdo numérica na solu¢do das equacdes de balanco
populacional associadas ao problema fisico abordado.

O Capitulo 3 apresenta a formulagdo matematica do problema para sistemas
particulados, com as respectivas solugdes utilizando-se a metodologia da transformada
de Laplace com inversdo numérica, visando a obten¢do computacional dos resultados
dos problemas estudados.

O Capitulo 4 apresenta uma revisdo de problemas inversos e filtros Bayesianos
com énfase nos filtros de particulas. Os filtros de particulas sdo técnicas estocdsticas
usadas para estimar o comportamento de um fendmeno ao longo de uma trajetéria
utilizando dados de medidas reais e pontuais.

A discussdo dos resultados obtidos pela técnica de filtro ASIR ¢ comparada com
o filtro por amostragem e Reamostragem por Importancia Sequencial (SIR) mostrada no
Capitulo 5, ilustrando-se os resultados encontrados, e comparando-os aos resultados
disponiveis na literatura.

Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as conclusdes referentes a presente

dissertagdo, bem como sugestdes de sua continua¢do em etapas futuras.



CAPITULO 2

ESTADO DA ARTE E REVISAO DA LITERATURA

2.1 - EQUACOES DE BALANCO POPULACIONAL

Durante o ultimo século, as equacdes de balango populacional (PBEs, da sigla
em inglés, Population Balance Equations) tém se estabelecido como uma forma
rigorosa de descrever uma variedade de sistemas particulados, tais como populagdes de
células, grande nimeros de gotas ou bolhas, solidos granulares, cristais, polimeros e
coagulantes de aerossdis, e até mesmo sistemas astrofisicos. Em todas essas situacdes, o
objetivo ¢ prever a evolugdo da distribuicdo de uma ou mais propriedades que
caracterizam o individuo, particulas ou entidades, ¢ a PBE dinamica é em esséncia uma
equagao de balango de nimero para descrever essa evolucao.

Segundo RIGOPOULUS e JONES (2003) a PBE teve origem no trabalho de
SMOLUCHOWSKI (1917), cuja equagdo discreta para agregacao pura desenvolveu-se
por seu estudo para o0 movimento browniano. A equacdo foi mais tarde lancada de
forma continua e ampliada para incluir o processo de quebra de particulas.

Assim, na década de 1960, HULBURT e KATZ (1964) e RANDOLPH (1969)
formularam a PBE para os fendmenos de nucleacdo e crescimento. As etapas seguintes,
como o levantamento exaustivo de DRAKE (1972), a andlise de RAMKRISHNA e
BORWANKER (1973) e a revisdio de RAMKRISHNA (1985) fizeram muito para a
racionalizacdo da PBE e estabelecé-la como um método popular para a andlise de
sistemas particulados.

O numero de particulas dentro das classes e tamanho ¢ importante também para
os processos industriais secundarios, como separacdo solido-liquido e secagem. A
modelagem da geracdo de distribuicdes de tamanho de particulas para a operacdo da
unidade de cristalizagdo tem sido um desafio dentro desta area de tecnologia de
particulas por algumas décadas (FALOPE et al., 2001).

A maioria dos modelos foi desenvolvida utilizando-se um balanco de niumero de
cristais, mais comumente conhecidos como balango populacional, que considera a
forma de uma equacgdo integro-diferencial. Inicialmente, o desenvolvimento desses

modelos levou somente em conta o nascimento de particulas, nucleagdo e crescimento
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de cristal. Posteriormente, os processos secundarios como a agregacdo e quebra de
cristais no sistema foram também incluidos (RANDOLPH, 1969; RANDOLPH e
LARSON, 1988). Nas Figuras 2.1 e 2.2, ¢ apresentado o modelo conceitual para a

fun¢ao densidade de distribui¢ao de tamanho.

convecgao

!

Nuamero de cristais crescimento

—> em uma faixa de —>

crescimento

tamanhos
quebra, convecgao quebra,
agregacio, agregagao

nucleagao

Figura 2.1 — Termos do balango populacional. Fonte: IPT (2007).

S [n(v,1),v,t]dv

!

n(v,t)I(v,t) on(v,t) n(v+dv,H)I(v+dv,t)
E— Tt’dv —>
j l \ v+dv
B(v,t)dv S, [n(v,1),v,1]d D(v,t)dv

Figura 2.2 — Termos no balang¢o populacional. Fonte: IPT (2007).

Em sistemas de fases dispersas o dominio material consiste de uma fase continua
e de uma fase dispersa. Esta ultima pode ser considerada como uma populagdo de
particulas, o que talvez se destaque pela propriedade de coordenadas. O conceito geral
de equagdes de balango populacional para modelos de sistemas de fases dispersas foi
introduzido pela primeira vez na engenharia quimica por HULBURT e KATZ (1964) e
uma revisao foi fornecida por RAMKRISHNA (1985).



A modelagem matematica de processos soOlidos por meio de balangos
populacionais ¢ um campo de grande importancia, mas as aplicagdes desse conceito
também foram feitas na modelagem de processos de sistemas bioldgicos
(FREDRICKSON et al., 1967) e em outras areas. Embora particulas individuais talvez
se destaquem por mais de uma propriedade de coordenadas, em engenharia quimica
quase todas as publicagdes sdo limitadas a um problema unidimensional (WULKOW
etal., 2001).

Um sistema particulado quimicamente homogéneo e seu estado espacial ¢é
descrito pela sua funcdo densidade de distribuicdo de tamanho n(v,t), onde n(v,t)dv ¢ o
numero de particulas por unidade de volume de fluido numa escala de volume v para
v+dv. A dinamica de tal sistema, no qual as particulas individuais podem crescer através
de adesdao de material da fase fluida (ou encolher pela perda de material) e no qual as
particulas podem colidir e coagular ¢ descrita pela equagdo do balango geral de

particulas (GELBARD e SEINFELD, 1978)

on, (1) o[1,(m0)m (w1)]
ot ov

-n, (v,t)'[:ﬂv (v,ﬁ)nv (\Zt)dﬁ+SV [nv (v,t),v,t}

[ B, (v=5.5)n, (v=7,1)n, (V,t)d? on

em que, [,(v,t)=dv/dt, é a taxa de mudanga de volume v pela transferéncia de material
entre particulas e fase fluida, S, (v,ﬁ) ¢ o coeficiente de coagulagdo da particula para

volumes v e v, ¢ S, € a taxa liquida de adi¢do de particulas novas no sistema. As

condi¢des inicial e de contorno requeridas para a Eq. (2.1) sdo geralmente dadas como:

n,(v,0)=n, (v) (2.2)

n,(0,£)=0 2.3)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (2.1) representa a taxa de crescimento
da particula pela transferéncia de material para a particula individual. O segundo termo
representa a taxa de acumulo de particulas numa escala de tamanho (v,v+dv) pela
colisdo de duas particulas para volumes (v—ﬁ) e (17) para formar particulas de volume

(v) (assumindo conservacdo de volume durante a coagulacdo). O terceiro termo

representa a taxa de perda de particula na escala de tamanho (v,v+dv) pela colisdo com



todas as outras particulas. O ultimo termo representa todas as fontes e sumidouros de
particulas. A Eq. (2.1) surge em uma grande variedade de contextos fisicos, tais como
quimica coloidal, dindmica atmosférica de aerossois, cinética de cristalizacdo e
dinamica de populacdes bioldgicas (GELBARD e SEINFELD, 1978).

Na Figura 2.3, observa-se a relacdo entre a funcdo densidade de distribuicao de
tamanho e o aumento do volume da particula. Observa-se graficamente, onde o volume
de particulas ¢ menor a fun¢do densidade de particulas ¢ maior e devido as colisdes
entre as particulas o volume cresce, logo a fungdo densidade de distribui¢do de tamanho

diminui devido a perda de particulas para o corpo que esta aumentando de volume.

n(v,t)

> \4

Figura 2.3 — Relagdo funcao densidade de distribui¢do de tamanho com volume da
particula. Fonte: IPT (2007).

2.2 - APLICACOES EM SISTEMAS PARTICULADOS

Uma propriedade importante de muitos processos particulados ¢ a distribuigao
de tamanho de particulas (PSD) que controla os principais aspectos do processo e afeta
as propriedades do produto final (ALEXOUPOULOS et al., 2004). A distribui¢ao do
tamanho de cristal final (CSD), bem como a morfologia do cristal (PAGLIOLICO et al.,
1999; JUNG et al., 2000) sao fortemente influenciadas pelas concentragdes locais e, em
seguida, pela mistura se o processo ¢ muito rapido. Além disso, a mistura também
desempenha um papel importante na determinacdo das interagdes das particulas

(KRUTZER et al., 1995; ZAUNER e JONES, 2000; SUNG et al., 2000).
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Muitos processos quimicos, tais como catalisadores, pigmentos, preparacao de
produtos farmacéuticos, perfuragdo de pocos de petrdleo no mar, e tratamento de agua,
envolvem precipitagdo em uma ou mais etapas-chaves da operacdo global. A
precipitacdo € um problema muito complexo, uma vez que ¢ influenciada por varios
fendmenos interagindo, e por isso tem atraido muita atencdo de pesquisadores nessa
linha de pesquisa.

A precipitacdo ocorre através de varias etapas, ou seja, nucleagdo, crescimento
de cristais e, eventualmente agregacdo e quebra como mostra a Figura 2.4. Como o
processo € rapido, com mistura em varias escalas, desempenha um importante papel na
determinagdo da distribui¢do de tamanho do cristal final (CSD) e na morfologia dos
cristais. Vérios testes de reacdo de precipitagdo tém sido conduzidos para essa
investigacdo, nos quais se utiliza o carbonato de célcio, o sulfato de bario, o oxalato de
calcio e o oxalato de itrio. Uma série de trabalhos foi publicada sobre este assunto

tentando explicar os diferentes aspectos do processo (MARCHISIO et al., 2002).

0
Particulas Individuais

O

Quebra

0 O

o
O

% Aglnmerat;au

Cementacio

Nucleacio

Figura 2.4 - Precipitacdo de particulas: nucleacdo, cementagdo, quebra e aglomeragao.
Fonte: ILIEVSKI (1991).

A precipitagdo com moderacdo de sais soluveis € um processo importante na
producao de diversos materiais, tais como catalisadores, proteinas, produtos
farmacéuticos, pigmentos e haleto de prata para a industria fotografica. A qualidade do
produto final dos materiais obtidos por esta operag@o unitaria ¢ fortemente influenciada
pela morfologia e pela distribui¢do do tamanho de cristais. O processo envolve trés
etapas distintas: a reagao quimica, nucleagdo e crescimento. As duas primeiras etapas

sdo muito rapidas, o processo ¢ definido "mistura sensivel", no sentido de que a taxa nao



¢ controlada apenas pela cinética de precipitacdo, mas também pela mistura
(MARCHISIO e BARRESI, 2001).

Agregacdo e quebra de particulas finas e ultrafinas em dispersdes agitadas ¢ um
processo relevante em engenharia quimica. Tratamento de agua, pos-processamento de
polimeros, a dispersdo dos minerais e a cristalizagdo sdo algumas das inumeras
aplicagdes onde a agregacdo e a quebra de particulas desempenham um papel
importante. Os produtos finais sdo na forma de uma populagdo de agregados
comumente descrita por uma distribuicdo de tamanho de particula ou cluster (PSD)
(MARCHISIO et al., 2006a).

Populagdes de agregados podem ser caracterizadas por diversas técnicas
experimentais, incluindo espalhamento de luz, espectroscopia de som, ou microscopia.
Métodos de dispersao de luz sao amplamente utilizados para caracterizar as dispersoes
diluidas e permitem obter propriedades médias da distribui¢do da massa de cluster
(DMC), tais como o raio médio de rotagdo ou a massa ponderada a massa média, bem
como informagdes sobre a estrutura dos agregados através do fator de estrutura
(MARCHISIO et al., 2006a).

Processos particulados estdo entre os mais comuns em processos quimicos.
Técnicas para a geracao eficiente e precisa de solugdes para as equagdes governantes
sd0 necessarias para o projeto e controle destes sistemas. As exigéncias variam de
qualidade da solucdo e velocidade entre as aplicagdes, bem como a diversidade de
sistemas especificos de uma andlise cuidadosa na escolha adequada de técnicas
numéricas.

Modelos de balango populacional sdo estruturas do sistema onde uma populagao
discreta esta distribuida sobre uma ou mais variaveis, incluindo as distribui¢oes de
tamanho de particula em cristalizagdo, precipitacdo, polimerizagdo e estrutura interna de
células bioldgicas. O resultado ¢ geralmente uma equagdo integro-diferencial parcial,
com condi¢ao de contorno e raramente admite solugdo analitica, sendo necessaria a

utilizacao de técnicas numéricas (MAHONEY ¢ RAMKRISHNA, 2002).



2.3 - METODOLOGIAS DE SOLUCOES PARA EQUACOES DE BALANCO
POPULACIONAL

2.3.1 - Método das caracteristicas

O método das caracteristicas ¢ um método que pode ser usado para resolver um
problema de valor inicial (PVI) de uma equacao diferencial parcial de primeira ordem.
Considere a EDP de primeira ordem linear com duas varidveis independentes,

juntamente com a condi¢do inicial (SARRA, 2002):

a(x,Hu, +b(x,t)u, +c(x,t)u=0 (2.4.2)
u(x,0) = f(x) (2.4.b)

O objetivo do método das caracteristicas, quando aplicado a esta equagdo, ¢ a
mudanga de coordenadas (x,f) para um novo sistema de coordenadas (xy,s) em que a
EDP se torna uma equacao diferencial ordinéria ao longo de certas curvas no plano x—.
Esse tipo de curva {[x(s),f(s)]: 0 <s < o}, ao longo do qual a solu¢do da EDP se reduz a
uma EDO, sdo chamadas curvas caracteristicas ou apenas caracteristicas. A nova
variavel s variara, e a nova variavel x, sera constante ao longo das suas caracteristicas.
A varidvel ira mudar ao longo da curva inicial, no plano x— (ao longo da linha em ¢=0).

Fazendo-se a seguinte consideragao:

()
ds (2.5)
a =b(x,t)

s (2.6)
obtém-se,
du = @ux + ﬂut =a(x,t)u, +b(x,t)u,
ds ds ds (2.7)
e, ao longo das curvas caracteristicas, a EDP se torna uma EDO
du +c(x,Hu=0
ds (2.8)
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As Egs. (2.5) e (2.6) sdo referenciadas como equagdes caracteristicas (SARRA,

2002).

2.3.2 - Método da transformada de Laplace

A teoria da transformada de Laplace, ou transformagdo de Laplace, também
mencionada como calculo operacional, tornou-se, em anos recentes, parte essencial da
troca matematica de engenheiros, fisicos, matemadticos e outros cientistas. Isso porque,
além de ser de grande interesse teorico, os métodos da transformada de Laplace
proporcionam meios faceis e efetivos para a solugdo de muitos problemas que surgem
em varios campos da ciéncia e da engenharia. O assunto se originou em tentativas para
justificar rigorosamente certas regras operacionais usadas por Heaviside no século XIX
para resolver equagdes na teoria eletromagnética. Essas tentativas finalmente tiveram
seu €&xito no inicio do século XX através dos esforcos de Bromwich, Carson, Van der
Pol e outros matematicos que empregaram a teoria das variaveis complexas
(BALDINO, 1979).

Oliver Heaviside, quando estudava processos simples para obter solugdes de
equagoes diferenciais, vislumbrou um método de calculo operacional que leva ao
conceito matematico da transformada de Laplace, que ¢ um método simples para
transformar um problema de valor inicial em uma equacdo algébrica, de modo a obter
uma solu¢do deste PVI de uma forma indireta, sem o célculo de integrais e derivadas.
Pela utilidade deste método nas Engenharias, Matematica, Computagdo, Fisica e outras
Ciéncias Aplicadas, o método representa algo importante neste contexto. As
transformadas de Laplace sdo muito usadas em diversas situagdes (SODRE, 2003).

A transformada de Laplace ¢ particularmente 1til na analise de circuitos, onde os
termos descontinuos ou impulsivos sdo comuns, mas também € importante em outras
aplicagcdes (BOYCE e DIPRIMA, 2001).

A técnica da Transformada de Laplace ¢ uma ferramenta poderosa na
determinagdo de solucdes de equagdes diferenciais ordinarias com condi¢des iniciais. O
operador £ ¢ um operador integral (linear) que remove derivadas, transformando
EDOs em equagdes algébricas simples. A transformada de Laplace ¢ definida por uma
integral variando de zero a infinito. A seguir algumas particularidades da transformada

de Laplace (RAINVILLE, 1964; BALDINO, 1979):
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1) Defini¢do da transformada de Laplace: Seja F(f) uma fun¢do de ¢ definida para ¢ > 0.

Entdo, a transformada de Laplace de F(r) é representada por £ {F (t)} ¢ definida por:

L{F@)} = f(s)= I:e’“F(t)dt 2.9)

Diz-se que a transformada de Laplace de F(r) existe se a integral dada pela

Eq. (2.9) converge para algum valor de s; caso contrario ela ndo existe.

i1) Notacdo: Se uma fun¢do de ¢ ¢ indicada em termos de uma letra maiuscula, tal como
F(r), G(7), Y(¢), etc, a transformada de Laplace da funcdo ¢ denominada pela letra
minuscula correspondente, isto ¢, f(s), g(s), y(s), etc. Em outros casos, um til (~) pode

ser usado para denotar a transformada de Laplace.

iii) Condigoes suficientes para existéncia da transformada de Laplace: Teorema: Se F(7)
¢ seccionalmente continua em todo intervalo finito 0 <t <N e de ordem exponencial y

para ¢t > N, entdo sua transformada de Laplace f(s) existe para todo s > y.

iv) Algumas propriedades importantes da transformagao de Laplace: Na lista abaixo de
teoremas, supde-se que todas as funcdes satisfagam as condi¢des do teorema acima, de

modo que suas transformadas de Laplace existam:

- Propriedade de linearidade;

- Primeira propriedade de translacao ou de deslocamento;
- Segunda propriedade de translacdo ou de deslocamento;
- Propriedade de mudanca de escala;

- Transformada de Laplace de derivadas;

- Transformada de Laplace de integrais;

- Multiplicag@o por *;

- Divisao por

- Fungdes periddicas

- Comportamento de f{s) quando s—0;

- Teorema do valor inicial;

- Teorema do valor final;

- Generalizagao do teorema do valor inicial;

- Generalizagao do teorema do valor final.
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v) Métodos para encontrar transformadas de Laplace: H4 varios métodos disponiveis

para determinar transformadas de Laplace, como indicado na seguinte lista:

- Método direto;

- Método das séries;

- Método das equagdes diferenciais;

- Método em relagdao a um parametro;

- Diferenciagdo em relagao a um parametro;
- Métodos diversos;

- Uso de tabelas.

vi) A transformada inversa de Laplace: Se a transformada de Laplace de uma F(7) € f(s),

isto ¢, se £ {F (t)} = f(s), entdo F(r) ¢ chamada transformada inversa de Laplace de

f(s) e escreve-se simbolicamente F (1) = £ { f (s)}, onde ¢ chamado operador da

transformada inversa de Laplace.
vii) Algumas propriedades importantes das transformadas inversas de Laplace:

- Propriedade de linearidade;

- Primeira propriedade de translacdo ou deslocamento;
- Segunda propriedade de translagdo ou deslocamento;
- Propriedade de mudancga de escala;

- Transformada inversa de Laplace de derivadas;

- Transformada inversa de Laplace de integrais;

- Multiplicagdo s";

- Divisao por s;

- Propriedade da convolugao.
viii) Métodos para encontrar transformadas inversas de Laplace:

- Método das fragdes parciais;

- Método das séries;
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- Método das equagdes diferenciais;

- Diferenciagdo em relagdo a um parametro;

- Métodos diversos usando os teoremas acima;
- Uso de tabelas;

- A férmula complexa de inversdo.

2.3.3 - Inversao numérica da transformada de Laplace

A transformada de Laplace de F(7) dada pela Eq. (2.9) € uma operagao altamente
estavel, no sentido de que pequenas flutuacdes em F(¢) sdo ponderadas na determinagdo
da 4rea sob uma curva. Além disso, o fator peso, ¢, faz com que o comportamento de
F(f) em grandes valores de t seja efetivamente desprezivel, a menos que s seja pequeno.
Como consequéncia desses efeitos, uma grande variacdo de F(¢) para grandes valores de
t indica uma variagdo muito pequena de f{s). Em contrapartida, a transformada inversa
de Laplace de uma fung¢do ¢ altamente instdvel. Uma pequena variacdo em f{s) pode
resultar em uma grande variagdo em F(7). No entanto, ndo ha em geral, um método
numérico completamente satisfatorio para inverter a transformada de Laplace. Mas, para
fungdes relativamente suaves, varios métodos sdo apresentados na literatura. Por
exemplo, BELLMAN et al. (1966) converteu a transformada de Laplace por uma
transformacdo de Mellin (x=e”) e usou uma quadratura numérica baseada em
polindmios de Legendre deslocados. KRYLOV e SKOBLYA (1969) se focaram na
avaliacdo da integral de Bromwich, com uma técnica de substituicdo dos integrandos
com polindmios interpolantes de poténcias negativas e integrou-os analiticamente.

A subrotina INLAP/DINLAP da biblioteca IMSL (1991) calcula a inversa da
transformada de Laplace de uma fungdo com valor complexo. Notando que se F(¢) ¢
uma funcao que tende a zero no eixo real negativo, entdo se pode definir a transformada
de Laplace dessa funcao de acordo com a Eq. (2.9), supondo-se que para algum valor de
s o integrando ¢ absolutamente integravel.

O calculo da inversa da transformada de Laplace ¢ baseado na aplicagdo do
algoritmo épsilon para séries de Fourier complexas obtidas como uma aproximagao
discreta da integral de inversao. O algoritmo inicial foi proposto por CRUMP (1976),
mas foi significativamente melhorado por DE HOOG ef al. (1982). Dada uma
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transformada de valor complexo Z {F (t)} = f(s), a regra trapezoidal da a seguinte

aproximacao para a transformada inversa:

G()= [?]m{%f(a) +if (a + ﬂ;ﬂjexp(ik;tj} (2.10)

Esta ¢ a parte real da soma de uma série de poténcias complexa em z =
exp(it/T), e o algoritmo acelera a convergéncia das somas parciais dessa série de
poténcia usando o algoritmo épsilon para calcular as correspondentes diagonais da
aproximacao de Pade. O algoritmo tenta escolher a ordem da aproximacao de Pade para
obter a precisao relativa especificada, ndo excedendo o nimero maximo permitido de
avaliagdes da funcdo. O parametro o ¢ uma estimativa do maximo das partes reais das
singularidades de f, e uma escolha errada de « pode dar uma falsa convergéncia. Mesmo
nos casos em que o valor correto de « é desconhecido, o algoritmo tentard estimar um
valor aceitavel. Assumindo uma convergéncia satisfatoria, o erro de discretizagdo E=G—
F satisfaz a seguinte equacao:

.

E=Y e F(2nT +t) (2.11)

n=1

t

Segue-se que se ‘F (t)‘ < Me™ , entdo se pode estimar a expressdo acima para

obter (0 <t <27):

Meal

Segundo PACHECO e CREUS (1997), geralmente a aplicacdo da transformada
de Laplace ndo envolve maiores dificuldades, porém a inversao ou retorno ao dominio
da variavel r normalmente ¢ de dificil execucdo analitica. Assim, a alternativa natural &
uma abordagem através de métodos numéricos de inversao. H4 uma unanimidade entre
os pesquisadores quanto a ndo haver o melhor método de inversdao, mas sim o método

mais adequado para a classe de fun¢do que se quer inverter, mesmo porque a inversao
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numérica da transformada de Laplace ¢ um processo mal condicionado (BELLMAN et
al., 1966).

Em vista disso, métodos numéricos t€m sido desenvolvidos, ja que na maioria
dos casos os métodos analiticos sdao insuficientes. Os melhores métodos numéricos
conhecidos, para a inversdo da transformada de Laplace, sdo baseados na integracdo
numérica da integral de Bromwich, ou na expansdo da fun¢do original numa série de
fungdes ortogonais.

E preciso observar, antes de tudo, certos critérios para avaliacio de diferentes
técnicas numéricas de inversdo, por exemplo: aplicacdo a uma variedade de tipos
comuns de problema de inversdo; precisdo numérica; tempo relativo de computagio;
dificuldades de programagdo e implementacdo, e outros. Consciente, no entanto, que
nenhum método ¢ definitivamente superior em todos os critérios.

Na pratica existem muitos problemas para os quais a inversio numérica da
transformada de Laplace requer um tipo especial de método ou pode ser grandemente
facilitado pelo uso de um determinado método.

Varios métodos tém sido descritos na literatura, nos quais a transformada inversa
¢ obtida da integracdo complexa de inversdo pelo uso da quadratura numeérica, ou se
obtém a inversa como uma expansao em série dos termos de um conjunto de fungdes

linearmente independentes (BARICHELLO, 1988).

2.4 —-PROBLEMAS INVERSOS

No passado, problemas inversos foram considerados de ndo interesse fisico por
causa de sua caracteristica mal posta, hoje desempenham um importante papel na
solugdo de uma série de problemas praticos. O uso de métodos inversos representa uma
linha de pesquisa, onde os resultados obtidos através de experimentos e solugdes
numéricas ndo sao simplesmente comparados posteriormente, mas existe um sinergismo
fechado entre pesquisadores tedricos e experimentais do estudo em curso, a fim de obter
o maximo de informagdes do problema fisico estudado (BECK, 1999).

Em um passado recente, problemas inversos tem-se desenvolvido, através de
topicos de pesquisa teoricos e especifico, como uma importante ferramenta para analises
em engenharia (OZISIK e ORLANDE, 2000).

O objetivo da coleta de dados ¢ obter informagdes significativas sobre um

sistema fisico ou fendmeno de interesse. No entanto, em muitas situagdes as
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quantidades que se deseja determinar sdo diferentes daqueles que sdo capazes de medir
ou medidos. Se os dados medidos dependem, de algum modo das quantidades que
queremos entdo os dados contém informagdes dessa quantidade. Comegando com os
dados que temos medidos, o problema de tentar reconstruir as quantidades que
realmente queremos ¢ chamado de problema inverso. Genericamente falando,
geralmente dizemos que um problema inverso ¢ onde medimos um efeito e queremos
saber a causa (TAN et al., 2006).

A colecdo de valores que queremos reconstruir ¢ referido como imagem, mesmo
que esses valores ndo representem uma imagem, mas sdo simples pardmetros que
definem um modelo. O conjunto de todas as imagens ¢ chamado de espago imagem.
Normalmente ¢ definida a imagem por f.

O problema direto ¢ o mapeamento da imagem para as quantidades que somos
capazes de medir. Na maioria dos exemplos o problema direto ¢ dado por alguma teoria
fisica. Por exemplo, com a meia vida de uma substancia radioativa, os fisicos nucleares
podem calcular o decaimento radioativo ao menos no sentido estatistico. O mapeamento
direto pode ser linear ou ndo linear e ¢ definido por A(f).

Na pratica nunca ¢ feito uma medida exata e os dados que medimos sdao versoes
corrompidas das quantidades medidas. Dados espaciais € o conjunto de todos os dados
possiveis. A corrupcdo pode ser tdo pequena quanto um erro de arredondamento
produzido pela representagdo do calculo das medic¢des, pode ser intrinseco ao processo
de medigdo como o brilho de uma estrela brilhante produzido por uma atmosfera

turbulenta, ou geralmente inerente ao processo de medigao. Entdo, a rigor o processo
direto ¢ um mapeamento a partir da imagem com os dados livres de erros d e os dados

atualmente medidos d é a forma corrompida. A diferenca d—d ¢é chamada de ruido o
qual ¢ representado por 7.

Assim o mapeamento da imagem para dados reais ¢ dado pela relacao

d=A(f)+n (2.13)

O problema inverso ¢ entdo o problema de encontrar a imagem original com
base nos dados e conhecimento do problema direto (TAN et al., 2006).
Engenheiros e cientistas precisam se preocupar com muito mais do que

simplesmente encontrar respostas matematicamente aceitdveis para estimativa de
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parametros e problemas inversos. Uma razdo ¢ que pode haver muitos modelos que
ajustam adequadamente os dados. E essencial para caracterizar que a solugio obtida seja
"boa", a aceitabilidade fisica e ajuste aos dados, talvez consistente com outras
restrigdes. Questoes essenciais que devem ser considerados incluem a existéncia de
solugdes, a unicidade da solugdo, e a instabilidade do processo de solugdo.

(1) Existéncia: Pode ndo haver nenhum modelo que se encaixe exatamente
aos dados. Isso pode ocorrer na pratica porque o modelo matematico do problema fisico
¢ aproximado ou porque os dados contém ruido.

(i1) Unicidade: Se as solugdes exatas existem, elas podem ndo ser inica, mesmo
para um numero infinito dos pontos exatos de dados. Essa situacdo ocorre comumente
em problemas de campo potencial. Um exemplo cldssico ¢ o campo gravitacional
externo a partir de uma distribui¢do de massa esfericamente simétrica, que depende
apenas da massa total e ndo sobre a distribuicao da densidade radial.

(ii1) Instabilidade: O processo de calculo de uma solugdo inversa pode ser, e
muitas vezes ¢, extremamente instavel em que uma pequena mudanga na medi¢ao pode
levar a uma enorme mudanga no modelo estimado. Problemas inversos, onde surge essa
situagdo, sdao referidos como mal-postos no caso de sistemas continuos, ou mal-
condicionados no caso de sistemas discretos lineares. Um ponto importante € que
comumente € possivel estabilizar o processo de inversdo através da imposi¢do de
restri¢des adicionais a solugdo inversa, um processo que ¢ geralmente referido como a
regulariza¢do. Regularizacdo ¢ freqiientemente essencial para produzir uma solucao
utilizavel para uma outra forma intratdvel do problema inverso mal-posto ou mal-

condicionado (ASTER et al., 2005).

2.5 - FILTROS BAYESIANOS

Segundo ORLANDE et al. (2008) os problemas de estimativa de estado sdo
resolvidos com Filtros Bayesianos. Na abordagem estatistica Bayesiana ¢ feito uma
tentativa de usar todas as informacdes disponiveis com a finalidade de reduzir as
incertezas presentes em problema de tomada de decisdao ou inferencial. Com novas
informacdes obtidas, elas sdo combinadas com informagdes anteriores para formar a
base para procedimentos estatisticos.

Para se definir o problema de estimativa de estado, deve-se considerar um

modelo para a evolugao do vetor x na forma:

18



X, = (xk—lﬂvk—l) (2.14)

em que k = 1, 2, ..., indica um instante de tempo # em um problema dindmico. O vetor
x€ R™ ¢é chamado de vetor de estado ¢ contém as variaveis a serem dinamicamente
estimadas. Este vetor avanga de acordo com o modelo de evolugdo de estado dado pela
Eq. (2.14), onde f ¢ no caso geral, uma fun¢do ndo linear das varidveis de estado x e do
vetor ruido de estado ve R™.

Considere também que as medidas z € R™ sdo avaliadas parat;, k = 1, 2, .... As
medidas estdo relacionadas com as variaveis de estado x através da possivelmente nao

linear fun¢do 4 na forma:
Ve =h (xk:nk) (2.15)

em que ne R™ sao as medidas de ruidos. A Eq. (2.15) ¢ referida como observagio
(medidas) do modelo.

O problema de estimativa de estado visa a obtencdo de informagdes sobre xi
baseado no modelo de evolugdo do estado representado pela Eq. (2.14) e sobre as

medidas y,, ={yi, i=1, .., k} disponiveis pela observagao do modelo da Eq.(2.15)

(ORLANDE et al., 2008).

O modelo de evolucdo-observacdo dada pelas Egs. (2.14 e 2.15) sdao baseados
nas seguintes hipoteses (KAIPIO e SOMERSALO, 2004; KAIPIO, et al., 2005):

(1) A seqiiéncia xy parak =1, 2, ... € um processo Markoviano, o qual ¢
zz'(xk|x0,x1, ...,xk71)=7r(xk |xk71) (2.16)

Esta propriedade equivale a afirmar que a probabilidade condicional de qualquer
evento futuro, dado qualquer evento passado e o estado presente xi, ¢ independente do
evento passado e dependente somente do estado presente do processo.

(i) A seqiiéncia yix parak =1, 2, ... € um processo Markoviano com respeito

a historia de x, o qual ¢

ﬂ(yk |x0,x1, ...,xk)=7r(yk|xk) (2.17)
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(iii)) A sequéncia xx depende somente das observagdes passadas através de

sua propria historia, isto &,
”(xk |xk—1’ Vi1 ) = ”(xk |xk71) (2.18)
em que n(a|b) denota a probabilidade condicional de a quando b ¢ dado.

Além disso, para o modelo de evolugao-observagao dado pelas Egs. (2.14 e
2.15) assume-se que, para i # j os vetores de ruido v; e vj, bem como n; e nj, sdo
independentes entre si e também mutuamente independente do estado inicial xo. Os
vetores v; e nj também sdo independentes entre si, para todos 1 e j (KAIPIO and
SOMERSALO, 2004).

Problemas diferentes podem ser considerados com o modelo de evolucao

observagao acima, ou seja:
(1) O problema de previsdo, com a determinacao de n(xk |y1:k71 )
(i)) O problema de filtragem, com a determinagao de n(xk |y1:k )

(iii)) O problema fixo-retardo de suavizagdo, diz respeito & determinacao de

TE(Xk |y1:k+P), onde P > 1 isto € retardo fixado.
(iv) O problema de suavizagdo de todo o dominio, com a determinagdo de
TE(Xk|YI:k)7 onde y;x = {yi, 1 = 1, ..., k} € a sequéncia completa de
medicoes (ORLANDE et al., 2008).
Assumindo-se que TE(XO |zo) ¢ uma informacgdo disponivel (a priori), a
densidade de probabilidade a posteriori TE(Xk |z,:k) (objetivo do problema de filtro) pode

ser obtida por filtros “Bayesianos” através de duas etapas: previsdo e atualizacdo. A

Figura 2.5 ilustra o processo (PIRES, 2008).
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Figura 2.5 — Filtro Bayesiano. Fonte: KAIPIO e SOMERSALO (2004).

2.5.1 - Filtro de Kalman

Quando o problema de estimacgdo de estado envolve modelos de evolugdo e de
observacao lineares e quando os ruidos destes modelos sdo “Gaussianos” com meédias e
covariancias conhecidas, o filtro de Kalman ¢ aplicavel (PIRES, 2008).

O filtro de Kalman ¢ um algoritmo que calcula recursivamente as variaveis de
estado de um sistema representado por equagdes de estado lineares (JAZWINSKI,
1970). O filtro de Kalman consiste em um processo iterativo previsdo - correcao
(Figura 2.6). No passo predicdo, o tempo atualizado ¢ tomado, onde o passo-um
previsdo a frente da observacgdo ¢ calculado; na etapa correcdo, a medi¢do atualizada ¢

feita onde a correcdo para a estimativa do estado atual ¢ calculado (CHEN, 2003).
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Tempo atualizado: primeiro- Medidas atualizadas:
passo predi¢do para as corregao para o estado
medidas estimado
Yn Xn

Figura 2.6 — Ilustracao esquematica para o filtro de Kalman atualizado com preditor-
corretor. Fonte: CHEN (2003).

Segundo ORLANDE et al. (2008), para a aplicacdo do filtro de Kalman assume-
se que os modelos de evolucao e observagao dados pelas Egs. (2.14 e 2.15) sao lineares.

Assume-se que os ruidos em tais modelos sdo Gaussianos, com as médias e a
covaridncias conhecidas e que sdo aditivos. Portanto, a densidade posterior 7(x, | Vix)
para t, k = 1, 2,... € Gaussiano e o filtro de Kalman resulta em solugdo 6tima para o
problema de estimativa de estado, isto ¢, a densidade posterior ¢ calculada exatamente.
Com as hipoteses acima citadas, os modelos de evolu¢do e observagdo podem ser

escritos, com:

Modelo de Evolugao de Estado:

x, =Fx_ +v,, (2.19)
Modelo de Observagao:
Yo =Hx +my (2.20)

Em que F; e Hy sdo matrizes conhecidas para as evolugdes linear do estado x e da
observagao y, respectivamente. Assumindo que os ruidos v € n t€ém zero média matriz de
covariancia Q e R, respectivamente a previsao e as etapas de atualizagdo do filtro de

Kalman sao dadas por: (ORLANDE et al. 2008).
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Previsdo:

X =Fx (2.21)
P =F.P_ F +0, (2.22)
Atualizagao:

K, =P H! (HFH +R) (2.23)
xo=x +K,(y,—Hx) (2.24)
B =(I-KH,)F (2.25)

A matriz K é chamada de matriz ganho de Kalman. Observe acima que, depois
de prever o estado da variavel x e sua matriz de covariancia P com as Egs. (2.21 € 2.22),
a estimativa posteriori para tais quantidades sdo obtidas na etapa de atualizacdo com a
utilizacao das medicdes y.

Para outros casos em que a hipdtese linear de Gauss de modelos evolugdo-
observagao nao ¢ valida, o uso do filtro de Kalman nao resulta em solugdes Otimas

porque a densidade posterior ndo ¢ analitica (ORLANDE et al., 2008).
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CAPITULO 3

MODELAGEM MATEMATICA E METODOLOGIA DE SOLUCAO

Neste capitulo é apresentado o modelo matematico para o balango populacional
(PB) de particulado proposto por GELBARD e SEINFELD (1978) como também a

aplica¢do da metodologia de solu¢cdo empregada para o problema em questao.
3.1 - FORMULACAO MATEMATICA

O estado espacial e quimico para um sistema particulado homogéneo ¢ descrito
pela funcdo densidade de particula para a distribui¢do de tamanho n(v,f), sendo n(v,f)dv
o numero de particulas por unidade de volume do fluido numa escala de volume v para
v+dv. A dinamica para um sistema similar no qual um individuo pode crescer pela
adi¢do de material da fase fluida, no qual particulas podem colidir e coagular é descrito

pela equagdo geral do balango populacional:

on(v,t) N olI(v,t)n(v,1)] _

%jov/z B —5,5)n(v =¥, n(5,1)d5 — J-: L, V)n(v,t)n(v,t)dv

ot ov
+ S[n(v,t),v,t]
(3.1.2)
n(v,0) = Yo g (3.1.b)
Vo
n(0,t)=0 (3.1.0)

Em termos do didmetro D da particula (assumindo particulas esféricas) a Eq.

(3.1.a) pode ser escrita na forma:

on(D,1) oI(D.,nn(D,n] _1 I(D”)” BlI(D - D), Dn[(D - D) ,t]n(D,1) b+
or oD 2 (D-Dy’ (3.2)
- j: B(D, Dyn(D,1)n(D,1)dD + S[n(D, 1), D,1]

sendo,
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/3 ~

n(D,t):(ﬂD2/2)n(v,t), D, :(6v0/7r) , Vv=v/v,, E=D/DO (3.3.a-d)

32 - METODOLOGIA DE SOLUCAO UTILIZANDO A TECNICA DA
TRANSFORMADA DE LAPLACE

3.2.1 - Modelos propostos por GELBARD e SEINFELD (1978) para sistemas

particulados

Para resolver o modelo matematico dado pela equagdo integro-diferencial parcial
(Eq. (3.1)), a técnica de transformada de Laplace com inversao numérica foi empregada.

Portanto, para este fim, quatro casos teste foram considerados:

- Caso-teste 1: Coeficiente de coagulacdo constante ( [)’(V,G): By ) e Ivy) =

S[n(v,0),v,t] = 0.

Aplicando a transformada de Laplace na Eq. (3.1), a fim de remover a variavel

independente v no caso-teste 1, obtém-se:

[_Gn(v,t)}zﬁﬁ(s,t)
o ot (3.4.2)
_180 Y S 5 ~:|— 0 72
L= -V, t)n(V,t)dv |=—n"(s,t
B fo”(v )n(v.1) 2 (s:1) (3.4.b)
L[ Bn(v.t)M,y (1) |= BM, ()7 (s.) (3.4.)

Portanto, a equacdo diferencial transformada para este caso, a partir dos
resultados das Egs. (3.4), juntamente com a condi¢do inicial, dada pela Eq. (3.1.b),

também transformada, sdo escritas como:

aﬁ(s,t) _ _&_2
Py +,80M0(t)n(s,t)— 5 n (s,t) (3.5.a)
7(5,0) = Ao/ %0) (3.5.0)
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O momento de ordem zero My(f) que aparece na Eq. (3.5.a) ¢ obtido a partir da

sua defini¢cdo usual e, para este caso-teste, ¢ dado por (RAMABHADRAN et al., 1976):

2N,

Y o

M, (t) = I:n(v,t)dv

Resolvendo a Eq. (3.5.a) pelo teorema de Bernoulli e usando a distribuigao

inicial dada pela Eq. (3.5.b), resulta

n(s,t)= -

(2+ Noﬂot){l + W}

(3.7.2)

logo
. w, (3.7.b)

v (24 N Byt) {s + vo(2+2NOﬂOtJ
aplicando a inversa da transformada de Laplace na Eq. (3.7.b), resulta
o w, 2 (3.8)

>
v (2+ Nofit) {S * v0(2+NOﬂOrJ

- Caso-teste 2: Coeficiente de coagulagdo linear ( S(v,7)=p (v+¥) ) e I(v.1) =

S[n(v,t),v,t] = 0.

Neste caso-teste a diferenga em relacdo ao caso-teste 1 ¢ a transformada de

Laplace do primeiro e segundo termo do lado direito da Eq. (3.1.a):

B —,t)n(V,t ﬁz—ﬁstaﬁ(s’t)
A vty =- (s " o
.[|:ﬁ1n(v,t) J‘:(V+\7)n(ﬁ,t)d\7} =—BM,(1) aﬁéj’t) + M, (1)7 (s,1) (3.9.b)

26



A equacdo diferencial transformada para este caso ¢ dada pelas Egs. (3.9), na

forma
— 2 B n(s,t)- t MZ— t)n(s,t
ﬂl[ ( , ) Mo( )] s ﬂlMl() ( > ) (3.10)

Em que o momento de ordem zero M(t) e primeira ordem M,(t) que aparecem
na Eq. (3.10), s3o obtidos para este caso-teste como em RAMABHADRAN et al.,
(1976):

M, ()= j: n(v,t)dv = N, exp(—BN,v,t) (3.11)
M, (t)= | vn(v,t)dv =Ny, (3.12)

Aplicando as Egs. (3.11) e (3.12) na Eq. (3.10) e definindo 7=/SN,vt,

obtém-se

aﬁ(s,t)

— B, [r_z(s,t) ~N, exp(—r)]

6ﬁ(s,t)

2 =—ﬂ1N0voﬁ(s,t) (3.13)

A Eq. (3.13) ¢ uma equacdo diferencial do tipo hiperbolica e ¢ resolvida

analiticamente através do método das caracteristicas.

Usando-se o método das caracteristicas, temos:

n=n(st); n=n[s(&).1(¢)] (3.14.a,b)
dn _dson  dt on (3.14.c)
dE dEds  dE or

Comparando-se a Eq. (3.14.c) com a Eq. (3.13), tem-se:

di e ds_ g I I CO) Py _
d_f_l’ t=¢ dg—ﬂl[n(s,t)—NOexp( ] ; 4z = ,BlNovon(s,t) (3.15.a-d)

Resolvendo a Eq. (3.15.d), resulta
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i (s.t)=1(s,0)exp(-7) (3.16)
Aplicando a Eq. (3.16) na Eq. (3.15.c), obtém-se

? = B[71(5,0)~ N, lexp(~7)
t (3.17)

Resolvendo a Eq. (3.17), resulta

A0 -N,]

0 — [1-exp(-7)] (3.18)

Da distribuicao inicial dada pela Eq.(3.5.b), obtém-se

1 N, 1
= ——— 3.19.
%0 n(s,0) v, v, ( )
Substituindo a Eq. (3.19.a) na Eq. (3.18) temos
N, 1 [2(5,0)=N,]
_ = 1— - 3.19.b
n(s,0)yv, v, ’ VoIN, [ exp( T)] ( )
logo
7’ (5,0)(1=exp(~7)) =N, [ sv, +1+(1=exp(—7)) |71 (5,0)+ Ny =0 (3.19.c)

Resolvendo a Eq. (3.19.c) resulta

5 (0.0) < Ml L1 —expo)] NGl +1+1- e 4 -expCol; (o
2[1—exp(—7)] 2[1—exp(-7)]

Aplicando a Eq. (3.20) na Eq. (3.16), obtém-se:

7(s,t) =N,exp(—7) {[SVO +2-exp(-7)] + \/[Svo +2-exp(-n)l = 41— exp(-7)] } (3.21)

2Al—exp(-7)] 2[1—exp(—7)]
onde

T=1—exp(—f) (3.22.2)
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A equagao resultante para n (S,T) ¢

[sv, +1+T]i\/[sv0 +1+T] —4T

n(s,T)=N,(1-T 3.22b
#(57)=Ny(1-7) b 322b)
logo
N,(1I-T)v, |[ 14T 1+7] [2 =]
(s )= 2 g 2y e 0| S| 24T (3.22.¢)
2T v, v, Vo
Fazendo S:s+1+T:s+b,b=1+T eAzﬂglogo
v, v, v,
N,(1-T
ﬁ(S,T):M[Si S2—A2} (3.22.d)
2T
Da defini¢ao da transformada de Laplace tem-se que
—bt _ [ st bt [ —(s+b) _ _

L[e"F(]= jo e e " F()dt = jo e E@dt = f(s+b) = f(S) (3.23.2)

Portanto,
Lf(S)]=e"F() (3.23.b)

Das Eqgs. (3.23.a), (3.23.b) e (3.22.d), para a raiz negativa tem-se que

N,(1-T

7(S.T) =—%[\/52 mye —SJ (3.24)

Aplicando a inversdo de Laplace na Eq. (3.24) e da defini¢do da Eq. (3.23),
obtém-se

Ny, (1-T 1+T
n(v,T):—Mexp () [1[ 52—A2—5J (3.25)
2T vy
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- Caso-teste 3: Coeficiente de coagulacdo linear (,B(v,ﬁ) =L (v+ \7) ), I(v,t) = 0 e taxa

liquida de adi¢do de particulas novas no sistema S[n(v,f),v,f] = -Ron(v,f).

Neste caso-teste, a diferenca em relagdo ao caso-teste 2, ¢ a transformada de

Laplace do ultimo termo do lado direito da Eq. (3.1.a).

LI-Ryn(v,t)]=—-Ryn(s,t) (3.26)

A equagao diferencial transformada para este caso ¢ dada pela equagdo abaixo

PO vy 0) - (50N ) =M, 1)+ Ry (5, (.27

ot Os

O calculo do momento de ordem zero M (t) e primeira ordem M, (1), que

aparecem na Eq. (3.27) estdo demonstrados abaixo:

M0 = [ nv.1)dv = N, exp{ﬁlvoNo[ef(—Ror) -1 Rot}

0 (3.28.2)
M (1) = oovnv,tdv=vN exp(—Rt
((0)= |, vn(v,0)dy = v, Ny exp(-Ry1) (3280)
Substituindo as Egs. (3.28.a) e (3.28.b) na Eq. (3.27), resulta
on(s,t) _ BN, exp Nyv,Blexp(—R,t)—1] Ry —(ﬁ(s,t)) on(s,t) _
ot R, Os (3.29)
—(Novo B, exp(=Ryt) + R, ) (s, 1)
Resolvendo a Eq. (3.29) pelo método das caracteristicas
s _ _g AN exp| NoewAIXPCRO T p 15 1y (3.30.2)
dt R,
@ = —[Nyv, B, exp(—R 1) + R, Jii(s,1) (3.30.b)
7(s,t)= r_z(s,O)eXp{N Ovoﬁl[exllg(_Rot )~1] —Rot} (3.30.c)
0

Substituindo a Eq. (3.30.c) na Eq. (3.30.a) obtem-se
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NovoBlexp(=Ryt)—1] Rt (3.31.a)
. A 31

0

& piv, —ﬁ(s,onexp{
dt

logo

1—exp {— Nyvo B[l —exp(—R,t )]}
s =8y~ B[Ny, —n(s,0)]

R

0 (3.31.b)
Novo b,
Usando a distribuicdo inicial dada pela Eq. (3.5.b) ¢ admitindo 6= R,
NOVOﬁ]
obtém-se

vy +1=—No_ [ 150, l—exp[M} (3.31.0)

n(s,0) N, o

—2 i ~Ryj ~Ryj
(sv0+1)r_l(s,0):NO+{n ](\;’O)ll—exp[e . lﬂ{l—exp[e ; IHE(S,O) (3.31.d)

0

Reescrevendo a Eq. (3.31.d) resulta

—Ry -Ryt
ﬁz(s,o{l—exp(e J IH—NO{(SVO+I)+1—eXp{e ; 1}}ﬁ(s,0)+N§:0 (3.31.¢)

Admitindo 7= N,Bv,t e T =exp(-0r), tem-se

ﬁz(s,o{l—exp (%ﬂ ~N, {(svo +2) —exp(TT_lJ}ﬁ(s,O) +N; =0 (3.31.9)
onde

1T

g=1 exp( 7 j (3.31.g)
logo
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71 a1 T
Ny| (svy+2)—e ¢ |+ [Ng| (svy+2)—e ¢ | —43N;

7i(s,0) = (3.32.2)

28

Substituindo a Eq. (3.32.a) na Eq. (3.30.c) resulta

fexp[f_j
(s, T)= —ge{%{(wﬁ (L §)v,) J_r\/[sv02+ 1+2), |~ v 3)? }} (3.32.b)

0

Fazendo S =sv,” +(1+§)v, =s+b,b=(1+§)v, 6A=2V0\/§ tem-se

i, exp[gj
n(8.T)= _ {S +s? —Az} (3.32.0)
28v,

Para raiz negativa

()
TN, exp R
A (S.T)=- {x/Sz—Az —S} (3.32.d)

28v,

Lembrando-se da definicdo de transformada de Laplace das Egs. (3.23.a) e
(3.23.b) e aplicando a inversdo de Laplace na Eq. (3.32.d), resulta

n(v,f) __IN, exp r-1 exp| —(1+&)vyv ] L Hsz — A —S} (3.32.¢)
28v, 0
- Caso-teste 4: Coeficiente de coagulagdo constante ( £ (v,ﬁ) = [, ), taxa de mudanga de

volume v pela transferéncia de material entre as particulas e a fase fluida, linear ( I(v,f)

=ov) e S[n(v,H),vt] =0.

angvt, ) o a[vna(vv, Nl _ % J.o n(v—7,0n(5,0)dv — Byn(v,H)M ,(t) (3.33)
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Aplicando a transformada de Laplace na Eq. (3.33), a fim de remover a variavel

independente v no caso-teste 4, obtém-se:

L]l | o), G | I € (3.34.b)
o ot i ov Os
By (" (o -
[_ 5 IO n(v v,t)n(v,t)dv_ =3 n (s,t) (3.34.¢)
L] Bn(v.t)M, (1) = M, ()7 (s.1) (3.34.d)

sendo, 71(s,1)= [[n(v,t)] .

Portanto, a equagdo diferencial transformada para este caso, a partir dos
resultados das Egs. (3.34), juntamente com a condi¢do inicial, dada pela Eq. (3.1.b),

também transformada, sdo escritas como:

éﬁ(s,t)_ 8ﬁ(s,t)_&_2 _
Py os % 2 n ( ) BM ()n(s t) (3.35.a)

7(s.0) = (No/vo)
(0= )

(3.35.b)

O momento de ordem zero My(¢) que aparece na Eq. (3.35.a) € representado pela
Eq. (3.6).

Resolvendo a Eq. (3.35) através do método das caracteristicas

ds

2 os 3.36.
0 (3.36.a)
s, = sexp(ot) (3.36.b)
‘r;s D L B M, (1) (s,1) = ﬁ Poi2(s.1) (3.36.0)

Substituindo a Eq. (3.36.b) na Eq. (3.35.b), obtém-se a condigao inicial
(5,0 = — ¥ /%) (3.36.d)
sexp(ot)+(1/v,)
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Resolvendo a Eq. (3.36.c) pelo teorema de Bernoulli e usando a distribuigo

inicial dada pela Eq. (3.36.d), resulta

2N,
2+ BN D[1+2N,CQ2+ BN, )]

n(s,t)=

Entdoem =0, tem-se

As.0)=(s,0) =0
v, sexp(ot)+1/v,
N, 1 2N,

v, sexp(ot)+1/v, B 2(1+4N,C)

INC= sv, exp(ot)

Substituindo a Eq. (3.36.h) na Eq. (3.36.¢), obtém-se:

(s,1)= 4N, /vo)

2+ ﬂONot)z exp(ot) |:S + 26)(1)(—07)}

(2+ ByNyt)v,

Usando a formula da inversdo de Laplace na Eq. (3.37), resulta

_ 4(N, /Vo) exp(—ot) . 1
"= 2+ B,Ny)* o4 2exp(=o1)
(2+ ByNyh)v,
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CAPITULO 4

FILTRO DE PARTICULAS

O filtro de particulas ¢ um método numérico de integragdo, ele ¢ adequado para
resolver problemas nao lineares e ndo Gaussianos. Desde a década de sessenta, grande
atencao tem sido devotada a estes problemas. Entretanto, somente com o aumento do
suporte computacional foi possivel torna-lo mais usual.

Muitos problemas na ciéncia exigem estimativa do estado para um sistema em
que mudancas ao longo do tempo usando uma sequéncia de medidas de ruidos sdo feitas
sobre o sistema. Assim, equagdes diferenciais sao usadas para modelar a evolucdo do
sistema com o tempo, ¢ medi¢des sdo assumidos para avaliar os momentos discretos.
Para a estimativa do estado dindmico, a abordagem de tempo discreto ¢ generalizada e
conveniente. (ARULAMPALAM et al, 2002)

O método Cadeia de Markov Monte Carlo ¢ uma ferramenta comum para
inferéncia Bayesiana. Infelizmente na dindmica estabelecida quando uma sequéncia de
distribui¢des posterior m; € envolvida, a técnica Cadeia de Markov Monte Carlo pode ser
ineficiente, pois tera de gerar uma corrida de diferentes cadeias para cada m; posterior.
Isto ndo leva em conta as geragdes anteriores atraves de m.;. Alguns autores tém
desenvolvido métodos mais eficientes com base em importdncia da amostragem e
estratégia iterativa (CHOPIN, 2002).

Desde sua introdu¢do em 1993, filtros de particulas tornaram-se uma classe
muito popular de métodos numéricos para a solugdo de problemas de estimativa dtima
em cendrios ndo-linear e ndo-Gaussiano. Em comparacdo com os métodos de
aproximacao padrdao, como o popular Filtro Kalman Extendido, a principal vantagem
dos métodos de particulas € que eles ndo dependem de qualquer técnica de linearizagao
local ou qualquer aproximagdo grosseira funcional. O preco que deve ser pago por essa
flexibilidade ¢ computacional: estes métodos sdo computacionalmente caros. No
entanto, gracas a disponibilidade cada vez maior do suporte computacional, estes
métodos ja sdo utilizados em aplicagdes em tempo real aparecendo em campos tao
diversos como a engenharia quimica, visdo computacional, econometria financeira,
acompanhamento de alvo e robdtica. Além disso, mesmo em situagcdes em que ndo ha

restri¢des de tempo real, estes métodos podem ser uma alternativa poderosa para Cadeia
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de Markov Monte Carlo (MCMC), alternativamente eles podem ser usados para projetar

sistemas muito eficientes (DOUCET e JOHANSEN, 2008).
4.1 - AMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA

O célculo da integral na Eq. (4.1) ¢ funcdao da densidade posterior. Da mesma
forma, toda a descri¢do da varidvel nao observavel {xo. € N} ¢ obtida da densidade
posterior. Dentro do ambiente Bayesiano a distribui¢do posterior desempenha papel

fundamental.
I=[ £ (%0,) P(%, |y, ) ;. (4.1)

onde P(xo:, | ym) ¢ a distribuigdo posterior.

A excegdo de casos lineares e Gaussianos, o calculo da distribuigdo posterior e
dos estimadores Bayesianos sdo proibitivamente complexos. Para transpor esta
dificuldade o filtro de particulas adota uma abordagem baseada em simulacdo cuja
técnica basica ¢ denominada amostragem por importancia. O objetivo € estimar a
densidade de probabilidade posterior e a idéia central do filtro de particulas ¢

representar tais densidades por conjunto de particulas.
Adota-se uma distribui¢do Tt(x(,:t |y]:t) denominada distribui¢do por importancia.
A amostragem serd feita a partir desta distribuicdo e geradas amostras independentes e

identicamente distribuida (i.i.d). Assim, seja a integral na Eq. (4.1), ¢ vélida a

identidade:

= Jf(x03l)P(x0:t |)’1;r)dxo;t

4.2
,[P (xoif |y1:t )dxo:z ( )

multiplicando e dividindo a Eq. (4. 2) por Tc(x():t |ym) numerador e denominador:
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P(XO:I |yl:z)

If(XO:r)

T ('XO:t |y1:t ) de:t

] = ﬂ(x0:1|y1:r) (43)
J- P(xm |y1:t) ”(xo-r |y1-z )dxo-z
7 ()
definindo w, = M a equacao resultante é:
n(XO:t |y1:t )
- Jf (xo;z ) W(x():t )”(xo;t |)’1;t )d‘x&t (4.4)

J‘ W(XO:t )”(xm |)’1;1 )dxm

em que w(xm) ¢ denominado peso de importincia. Um estimador da integral na Eq.

(4.4) ¢ dado por:

i(f)=2= = () (4.5)

=————"— 530 os pesos de

N (3)
Z j=1 w (XO:t )
importancia normalizados. O método, apesar de ser um método genérico de integragao

de Monte-Carlo (MC), nao possui uma forma recursiva (AIUBE, 2005).

X
em que N representa o numero de particulas e w,

4.2 - AMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA SEQUENCIAL (SIS)

Segundo ARULAMPALAM et al. (2002), o algoritmo de amostragem por
importancia seqiiencial (SIS) ¢ um método de Monte Carlo (MC) que forma a base para
a maioria dos filtros seqiienciais MC desenvolvido ao longo das ltimas décadas. Esta
abordagem seqiliencial MC (SMC) ¢ conhecida também como filtragem bootstrap,
algoritmo de condensagdo, filtragem de particulas, aproximacdes de particulas
interagindo e sobrevivéncia do mais apto. E uma técnica para implementacio de um

filtro Bayesiano recursivo por simulacdes MC. A idéia chave ¢ representar a funcdo de

37



densidade posterior necessaria por um conjunto de amostras aleatérias com pesos
associados e calcular as estimativas baseadas nessas amostras e pesos. Como o niimero
de amostras torna-se muito grande, esta caracterizagdo MC torna-se uma representagao
equivalente a descricdo funcional habitual da funcdo densidade de probabilidade (fdp)
posterior, abordagens do filtro SIS ¢ uma 6tima estimativa Bayesiana.

A fim de desenvolver os detalhes do algoritmo, denotou-se uma medida aleatoria

N

s

1 i . . i s I3
{x&k,wk} | que caracteriza a fdp posterior P(x():k |Z1:k)’ onde {XOzk,l —O,...,Ns} ¢ um

i=

conjunto de pontos de apoio com pesos associados {wL,i =1,...,Ns}, e
Xox ={Xj,j =O,...,k} ¢ o conjunto de todos os estados até o momento k. Os pesos sdo

normalizados tal que Zi WL =1. Entdo, a densidade posterior pode ser aproximada

como

N,

s

P(xo:k |lek ) ~ ZW/i5(x0:k - x(g:k ) (4.6)
i=1 '

Segundo ARULAMPALAM et al. (2002) tem-se, portanto, uma aproximagao

discreta ponderada para a verdade posterior P(XQk |z1:k) . Os pesos sdo escolhidos com o

principio da importancia por amostragem. Este principio baseia-se sobre a seguinte

premissa: Suponha que P(x) oc n(x) ¢ uma densidade de probabilidade a partir do qual
¢ dificil tirar amostras, mas para o qual n(x) pode ser avaliado. Além disso,

x' ~q(x),i=1..,N,, sdo amostras que sdo geradas facilmente a partir de uma proposta

chamada importancia de densidade. Entdo, uma aproximacdo ponderada para a

densidade P(+) ¢ dada por

P(x)ziw,’;é'(x—xi)
i1

(4.7)

sendo,
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: ”(x) (4.8)

¢ o peso normalizado da particula.

Portanto, se as amostras x,, foram retiradas de uma importancia de densidade

q(x():k |Zkk) logo os pesos na Eq (4.6) sao definidos pela Eq.(4.8), entdo

. P (x(iJ:k |lek)

: 4.9
W, o« q(x(’):k |Zl:k) ( )

Voltando ao caso seqiiencial, a cada iteragdo, um poderia ter amostras
constituindo uma aproximac¢ao para P(x0: o 1| z, 4() € quer aproximar P(x():k |lek) com

um novo conjunto de amostras. Se a importancia de densidade ¢ escolhido para fatorar

tais que
q (x0:k |Z1:k ) =q ('xk |'x0:k—1 > Lk )q ('XO:k—l |Z1:k—1 ) (4.10)

entdo pode-se obter amostras X, ~q(x0zk |lek) aumentando cada uma das amostras
. i i

existentes X, , ~ q(xo:k_1 |Zl:k—]) com o novo estado x, ~ q(xk |x0:k_1 ,zkk). Para obter a

equacdo do peso atualizado, P(x0:k|zlzk) ¢ primeira expressa em termos de

P(XO:k—1|Z1:k—1)’ P(Zk|xk) ¢ P(Xk|xkfl)’ logo

P(x():k |Z1:k ) = P(Zk |'xk ) P('xk |xk—1 )P('x():k—] |le1<—1 ) (4.11)

Substituindo as Eqgs. (4.10) e (4.11) na Eq. (4.9), a equacao do peso atualizado

sera
P(zk ‘x,i ) P(x,i ‘x,’;fl)

i |
q (xk ‘XO:k—l > Lpg )

(4.12)

P
Wi = Wi
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Além disso, se q(xk |Xous > i ) = q(xk X102 ), logo a importancia de densidade
torna-se apenas dependente de Xyx.; € zx. Isso € particularmente 1til no caso comum
quando apenas uma estimativa filtrada de P(xk |z]:k) ¢ exigido em cada passo de tempo.

Deste ponto em diante, assume-se tal caso, exceto quando explicitamente indicado o

contrario. Em tais cenarios, sO x| precisa ser armazenada; portanto, pode-se descartar o

caminho x;, , e historia das observagdes z,, . O peso modificado é

P(Zk ‘xllc ) P(xli ‘xli—l)

W, o8 W, L (4.13)
Q(xk ‘xk—l > L )

e a densidade posterior filtrada pode ser aproximada como:
N’Y . .

P(xk |Z1:k ) ~ ZW25(xk _'xllc)
i=1 (4.14)

em que os pesos sdo definidos na Eq. (4.13). Pode ser demonstrado que com N, >, a

aproximacao dada pela Eq. (4.14) se aproxima da verdadeira densidade posterior. O
algoritmo SIS, portanto, consiste da propagagao recursiva de pesos e pontos de apoio de
como cada medig¢do € recebido sequencialmente (ARULAMPALAM et al, 2002).

Um problema comum com o filtro de particulas SIS é o fenomeno da
degeneragdo, em que depois de algumas iteracdes todas as particulas terdo um peso
insignificante. A variancia dos pesos por importancia somente aumentam ao longo do
tempo, e assim, ¢ impossivel evitar a fendmeno degeneracao. Esta degeneragdo implica

em grande esforco computacional onde ¢ dedicado a atualizacdo de particulas cuja

contribui¢do para a aproximagao P(Xk|zlzk) ¢ quase zero. A medida adequada de

degeneracdo do algoritmo ¢ o tamanho efetivo da amostra N, o qual ¢ definido como

NS
off = W (4.15)
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*7 i i [ r . . ~
em que w,' = P(x,’c |Z1:k)/ q(x,’c ‘X,’{,I,Zk) ¢ referido como o " peso verdadeiro". Isto ndo

pode ser avaliado exatamente, mas uma estimativa N ;. do N, pode ser obtida por

N -1 (4.16)

sendo w,i o peso normalizado obtido na Eq. (4.12). Note que Neg < N, pequeno Neg

indica grave degeneragcdo. Claramente, a degeneracdo do problema ¢ um efeito
indesejavel de filtros de particulas. A abordagem de forga bruta para reduzir o seu efeito

¢ utilizado para Ng muito grande (ARULAMPALAM et al., 2002).

4.3 - AMOSTRAGEM E REAMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA SEQUENCIAL
(SIR)

O algoritmo SIR pode ser facilmente derivado do algoritmo SIS por uma escolha

adequada da densidade por importancia onde q(Xk‘XL% ,zlik) ¢ escolhida para ser a

densidade anterior P(xk ‘Xi_l) e a etapa de reamostragem, que deve ser aplicada em

cada indice de tempo.

A escolha da importancia por densidade implica que precisamos de amostras a

partir de P(Xk‘xi(—l)' Uma amostra x| ~P(xk‘x1{71) pode ser gerada pela primeira
geragdo de uma amostra do processo de ruido v, ~P(v,,) e configuragdo

X =f, (x,’;fl,v,’;fl), onde P (e) ¢ o pdf do vi,. Para esta escolha particular de

importancia de densidade ¢ evidente que os pesos sdao dados por
wh ocw,i_lP(zk‘x,i) (4.17)

no entanto, observando que a reamostragem ¢ aplicada a cada indice de tempo, tem-se

w._, =1/ N, Vi, portanto
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wi ocp(zk ‘x;;) (4.18)

os pesos dados pela proporcionalidade da Eq. (4.18) sdo normalizados antes da fase de
reamostragem.

A Figura 4.1 apresenta o processo de selecdo das particulas através da
reamostragem, onde: (1) sdo as particulas com peso uniforme no momento t = t,; (2) sdo
os pesos das particulas atualizados apo6s as medigdes; (3) reamostragem, embora a
quantidade total de particulas seja a mesma, aquelas com menor peso sdao descartadas e
aquelas com maior peso ddo origem a mais particulas proximas as regides de maior

probabilidade e (4) sdo as particulas com pesos uniformes no momento t+;.

O. ol s G, ST O > N0/ NN > VRN, ., WO 1 - Particulas

x,")

2 - Correcdo
! }
P(Xnlyn) ® 3 - Reamostragem
4 - Previsdo
'
p(xnﬂlyn) S NP2 T4 74 7 W {xn+1(l)}

Figura 4.1 — Reamostragem. Fonte: CHEN (2002).

Como a densidade de amostragem por importancia para o filtro SIR ¢
independente de medigao z, o espaco de estado € explorado sem nenhum conhecimento
das observagdes. Portanto, esse filtro pode ser ineficiente e sensivel a saidas. Além
disso, a reamostragem ¢ aplicada em cada iterag@o isso pode resultar em rapida perda de
diversidade de particulas. No entanto, o método SIR tem a vantagem de que os pesos
por importancia sdo facilmente avaliados e que a importancia de densidade pode ser

facilmente amostrada (ARULAMPALAM et al., 2002).
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44 - AMOSTRAGEM E REAMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA AUXILIAR
(ASIR)

O filtro Auxiliary Sampling Importance Resampling (ou Amostragem e
Reamostragem por Importancia Auxiliar) (PITT e SHEPHARD, 1999) ¢ uma variagdo
do filtro SIR. Ele pode ser obtido a partir do filtro genérico SIS através da escolha da

. .\ N .
funcdo densidade de importincia q(xk, ,B|zk), que amostra {x,f B! } 1, onde f’¢ o
j=

indice da amostra no instante de tempo k —1. Aplicando-se a regra de Bayes, obtém-se

o seguinte resultado (ARULAMPALAM, 2002):

(xk’ﬂ/zk)ocp(zk /Xk)p(xk,ﬂ/zk_l)
_p(Zk/'xk)p('xki'ﬁ/zk—l)p(ﬁ/zk—l) (4.19)
)P

i i
= P 2 !X Xk /‘xk—l)wk—l

. AN
A fun¢do densidade de importancia utilizada para extrair a amostra {x,j /] J} . é
J=

definida de modo a satisfazer a equacdo (ARULAMPALAM, 2002):
q(xk,ﬂ/zk)OCp(zk /u,i)p(xk /x,’;fl)w,’;l (4.20)

u; € uma caracterizagdo de x, dado x| , e pode, portanto, ser definida como a seguinte
expectancia: u, = E[x, /x,_], ou ainda uma amostra u, extraida de p(xk ‘x,’{_l).

Fazendo:

q(xk7ﬂ/zk):q(ﬂ/zk)Q(xk /ﬂ7zk) 4.21)

q(

)2 p(x ) (4.22)
Utilizando as equagdes (4.20), (4.21) e (4.22), resulta:

a(Blz) o p(zful )i (4.23)
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A amostra {x,{,/i’j}

N .
. recebe entdo um peso proporcional a uma grandeza
=

definida pela relagdo entre as equagoes (4.19) e (4.20) (ARULAMPALAM, 2002):

Wl el p(a/x)p(x/x.)  p(a/x) o

q(x/xz) p(zk/ufj)

Comparando ao filtro SIR, o filtro ASIR tem a vantagem de gerar pontos a partir
da amostra no instante k—1 que com maior probabilidade estardo proximos ao estado

real do sistema. O filtro ASIR pode ser entendido como o algoritmo do filtro SIR com

uma reamostragem no instante de tempo anterior, baseada em algumas estimativas u,

. ~ i ’ ’ ,
que caracterizam a fungao p(xk ‘XH)- Se o nivel de ruido do processo ¢ pequeno, e

desse modo a fun¢do densidade de probabilidade p(xk ‘x,’;fl) for bem definida por u;, o

filtro ASIR funcionard melhor que o filtro SIR. Entretanto, se o nivel de ruido do

processo for alto, u; ndo caracterizara a fungdo p(xk ‘x,’H) de modo adequado. Neste

caso, o uso do algoritmo ASIR ndo ¢ recomendavel (ARULAMPALAM, 2002).

A Figura 4.2 resume as principais etapas do filtro ASIR.
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Algoritmo do filtro ASIR

1. Inicializaco

a. Tome um conjunto de particulas da distribuigdo inicial p(xy) e obtenha

{[XEJ,WE(")];; = 1,...,N}.

b. Fagak=l1.

2. Célculo da amostra do estado do sistema para a Variavel Auxiliar

a. Calcule u}i =E[x, ‘Xi_l] ou uj{ ~ p[Xk ‘Xi_1j.

3. Avaliacdo dos Pesos

k

A1)

a.  Calcule a fungdo de verossimilhanga w, = WL] p(z

i
wk

N
ZJ—IW-’(

b.  Normalize os pesos: W, =

4. Reamostragem ou Selecdo

a. Construindo a soma dos pesos acumulativos (CSW), sendo computada por
¢, =c,  +w, parai=1,.,N, com ¢, =0.

b. Tome /=1 e gere &, de uma distribui¢do uniforme U[O,N 1].

c. Paraj=1,., N, faca:

o Calcule & =&+ N *(j-1).
* Enquanto £, > ¢, facai=7+1.

n ’ / i
» Designe as particulas v/ =u;.

A
u, )

5. Calculem os pesos das particulas selecionadas: p(z "

6. Evolucdo do Modelo

a. Calcule as particulas: x, =p(Xk ‘Xil) parai=1,.,N.

).

7. Avaliagdo dos Pesos

a. Calcule a fungdo de verossimilhanga p(z f

_rlalx)
b.  Calcule os novos pesos: w, = ————=.
"
plafe
) w)

. (i
C. Normalize os pesos: w, =

DI

8.  Calculo da Estimativa do Estado Atual
_NV A o)
a. xk_zjzlxk(:).wk .

b. Faga k=k+1, se k=¢, +1, entdo pare.

Com as novas particulas, retorne ao segundo passo.

Figura 4.2 — Algoritmo do filtro de particula ASIR. Fonte: SILVA (2010).
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No algoritmo do filtro ASIR, os indices S’ sdo obtidos através do algoritmo de

reamostragem (ou seja, sao reamostradas as particulas com pesos maiores € seus indices

estd detalhado em (ARULAMPALAM, 2002).
4.5 - APLICACAO PARA O PROBLEMA DE GELBARD E SEINFELD (1978)

Para a solucao do problema proposto por GELBARD e SEINFEL (1978) o filtro
de particula usado foi o filtro com Amostragem por Importincia e Reamostragem
Seqiiencial (SIR), o qual foi descrito na se¢do 4.3 (BATISTA, 2011).

O filtro SIR proposto em GORDON et al. (1993) ¢ um método de Monte Carlo
que pode ser aplicado a problemas Bayesianos de filtragem recursiva. As hipdteses
necessarias para usar o filtro SIR sdo muito fracas. O estado dindmico e as fung¢des de
medi¢ao f, (:,:) e h, (:,:) nas Egs. (4.2 e 4.3) precisam ser conhecidas, ¢ necessario para
ser capaz de realizar amostra do processo de distribui¢do de ruido vi.;, através da

amostragem anterior. Finalmente a fun¢do de probabilidade P(yk|xk) precisa estar

disponivel para uma avaliacao pontual (ARULAMPALAM, et al., 2002).

As particulas de maior peso (importancia) sdo selecionadas. De acordo com o
seu peso ¢ realizada uma nova amostragem (da distribuicdo anterior). Assim, as
particulas de maior peso ddo origem a um maior nimero de particulas. As particulas de

menor importancia desaparecem e nao originam “descendentes” (AIUBE, 2005).
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CAPITULO 5

RESULTADOS E DISCUSSOES DOS FILTROS DE PARTICULAS SIR E ASIR

Neste capitulo serdo apresentados os resultados do algoritmo do filtro de
particula com Amostragem e Reamostragem por Importancia Auxiliar (ASIR) descrito
na secdo 4.4, para o problema nao-linear de balango populacional transiente
unidimensional, descrito na se¢do 3.2.1 para sistemas particulados, a fim de estimar a
funcdo densidade de tamanho das particulas (n(v, t)). O algoritmo do filtro Bayesiano, a
solucao por inversao numérica da transformada de Laplace e solugdo analitica para o
problema de sistema particulado foram implementados em Fortran 90 e o resultado foi
gerado em um computador com processador Intel(R) Celeron(R) CPU G440 com 1.60

GHz e utilizou-se uma malha com 81 numeros de termos.

5.1 - FILTROS COM AMOSTRAGEM E REAMOSTRAGEM POR IMPORTANCIA
SEQUENCIAL (SIR) E AUXILIAR (ASIR)

Os filtros SIR e ASIR foram usados para estimar (n(v, t)), como mostram as
Tabelas 5.1 a 5.6. Com o nimero de particulas (Np = 100, 500, 1000 e 2000 (filtro SIR)
e Np = 10, 40, 60, 80 e 100 (filtro ASIR)) para as variaveis de estado estimadas, o erro
RMS (raiz quadrada do erro quadratico médio) dado pela Eq. (5.1) € mostrado nas
tabelas anteriormente mencionadas e fixou na ordem de 10 para os dois filtros. Foi
analisado o desvio padrao do modelo e das medidas (o) de 3% e 5%, os quais foram
testados em quatro combinagdes possiveis (omodelo = 0,03 e omedida = 0,03,
omodelo = 0,03 e omedida = 0,05, omodelo = 0,05 e omedida = 0,03, omodelo = 0,05 e
omedida = 0,05). As combinac¢des sao mostradas nas Tabelas 5.1 a 5.6, e nas Figuras
5.1 a 5.12, para os tempos t = 0,25, 1,0 e 2,0 para o filtro ASIR. O problema fisico
abordado foi para sistemas particulados e o caso-teste 1 foi escolhido para essa anélise e
seus resultados foram comparados com as medidas (resultado do problema direto mais

um valor randémico multiplicado pelo desvio padrao das medidas).
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eRMS = %i ﬁCSt (Dj’T)_ﬁcxa (DJ’T) (51)
i1

em que est e exa denotam, respectivamente, os valores estimados e exatos da variavel de

estado, paraj=1,2, ..., J.

Tabela 5.1: Fun¢ao de GELBARD e SEINFELD (1978) para o caso-teste 1 e T=0,25.

t=0,25 eRMS (Filtro SIR)
omed-omod Np =100 Np =500 Np = 1000 Np = 2000
0,03 — 0,03 2,912E-05 2,125E-05 2,031E-05 2,428E-05
0,03 - 0,05 2,499E-05 2,954E-05 2,410E-05 1,934E-05
0,05 - 0,03 5,647E-05 4,549E-05 7,602E-05 5,318E-05
0,05 - 0,05 7,628E-05 3,842E-05 8,665E-05 6,140E-05

Tabela 5.2. Fungao de GELBARD e SEINFELD (1978) para o caso-teste 1 e T = 1,0.

=10 eRMS (Filtro SIR)
omed-omod Np =100 Np =500 Np = 1000 Np =2000
0,03 -0,03 2,253E-05 3,220E-05 1,940E-05 2,222E-05
0,03 - 0,05 2,521E-05 1,460E-05 2,373E-05 2,900E-05
0,05-0,03 6,923E-05 6,577E-05 5,698E-05 5,386E-05
0,05 -0,05 5,231E-05 5,295E-05 4,828E-05 6,170E-05

Tabela 5.3. Funcao de GELBARD e SEINFELD (1978) para o caso-teste 1 e T = 2,0.

=20 eRMS (Filtro SIR)
omed-omod Np =100 Np =500 Np = 1000 Np =2000
0,03 - 0,03 1,757E-05 1,697E-05 2,119E-05 2,836E-05
0,03 - 0,05 2,687E-05 2,381E-05 1,996E-05 2,264E-05
0,05-0,03 6,269E-05 5,298E-05 4,875E-05 7,189E-05
0,05-0,05 6,118E-05 7,796E-05 5,985E-05 7,605E-05

Tabela 5.4: Funcdo de GELBARD e SEINFELD (1978) para o caso-teste 1 e T = 0,25.

1=0,25 eRMS (Filtro ASIR)
omed-omod Np=10 Np =40 Np =60 Np =280 Np =100
0,03 - 0,03 2,682E-05 2,655E-05 2,230E-05 2,782E-05 2,755E-05
0,03 - 0,05 2,460E-05 2,952E-05 3,278E-05 3,380E-05 3,715E-05
0,05 -0,03 6,712E-05 7,778E-05 8,256E-05 8,591E-05 7,449E-05
0,05 -0,05 7,890E-05 6,597E-05 5,327E-05 7,877E-05 6,695E-05
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Tabela 5.5. Fun¢ao de GELBARD e SEINFELD (1978) para o caso-teste 1 e T = 1,0.

=10 eRMS (Filtro ASIR)
omed-omod Np=10 Np =40 Np =60 Np = 80 Np =100
0,03 - 0,03 3,432E-05 2,597E-05 3,682E-05 3,599E-05 2,417E-05
0,03 -0,05 2,957E-05 3,086E-05 3,423E-05 2,915E-05 2,262E-05
0,05 -0,03 9,449E-05 7,355E-05 6,285E-05 9,850E-05 8,182E-05
0,05 -10,05 6,852E-05 8,476E-05 5,778E-05 9,568E-05 6,739E-05

Tabela 5.6. Fungao de GELBARD e SEINFELD (1978) para o caso-teste 1 e T =2,0.

1=2,0 eRMS (Filtro ASIR)
omed-omod Np=10 Np =40 Np =60 Np =280 Np =100
0,03 - 0,03 3,044E-05 3,394E-05 3,294E-05 4,011E-05 2,121E-05
0,03 - 0,05 3,566E-05 3,373E-05 3,052E-05 3,730E-05 3,570E-05
0,05 -0,03 7,914E-05 6,834E-05 5,764E-05 7,893E-05 6,305E-05
0,05 -0,05 7,245E-05 7,058E-05 8,701E-05 8,567E-05 9,172E-05

Para a solu¢do do problema de estimativa de estado, as medidas simuladas da
variavel de estado n(v, t) foram disponibilizadas e geradas com as solugdes exatas
apresentadas nos casos-testes de 1 a 4. Um ruido Gaussiano ndo correlacionado, com
média zero e desvio padrdo constante, foi adicionado a solucao do problema direto.

Nas Figuras 5.1 a 5.4 sdo mostrados o comportamento dos resultados do filtro
ASIR para Np = 10, 40 e 80 os quais foram comparados com a solugdo exata para o
tempo t = 0,25. Observa-se nas Figuras 5.1 e 5.2 que aumentando o desvio padrao do
modelo as medidas tendem aos valores medidos. Porém, verificam-se nas Figuras 5.3 e
5.4 que aumentando o ¢ dos valores medidos as medidas tendem aos valores estimados,
nota-se também que aumentando o didmetro da particula D, que varia de 0 a 3, a funcdo
densidade de distribuicdo de tamanho sofre forte influéncia em relagdo ao desvio
padrao. Graficamente os resultados tém boa concordancia para as combinagdes testadas

do desvio padrao.
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1.2 T T T

T T

c =0.03, ¢ =0.03

medidas modelo
—Presente Trabalho
o Gelbard e Seinfeld (1978)
[u] N =10

P
+ N =40

p
o N =80

P

0.2

FIGURA 5.1 - Comparagdo da solucdo exata com desvio padriao (0,03 — 0,03) e
t=0,25.

1.2 T T T T T
a Smedidas ~ 0.03, Smodelo ~ 0.05
1k o —Presente Trabalho ]
o Gelbard e Seinfeld (1978)
o N =10
0.8 P E
’ + Np =40
5 o N =80
Cos P
2
g
0.4
0.2
o 05 1 1.5 2 25 3

FIGURA 5.2 - Comparagdo da solucdo exata com desvio padrdo (0,03 — 0,05) e
1=0,25.
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1.2 T r

0.2

(o

medidas
—Presente Trabalho

T

=0.05, ¢ =0.03

modelo

o Gelbard e Seinfeld (1978)
o Np =10

+ N =40
P

o N =80
P

FIGURA 5.3 - Comparagdo da solucdo exata com desvio padriao (0,05 — 0,03) e

t=0,25.

1.2 T T T T
By o Smedidas — 0.05, Smodelo = 0.05
1+ 8o — Presente Trabalho i
o Gelbard e Seinfeld (1978)
o o N = 10
0.8 P .
- - + Np =40
i o N =80
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FIGURA 54 - Comparagao da solugdo exata com desvio padrao (0,05 — 0,05) e
t=0,25.
Nas Figuras 5.5 a 5.8, observa-se a mesma tendéncia das figuras anteriores para

o tempo 1 = 1,0. Idem analise das Figuras 5.1 a 5.4.
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FIGURA 5.5 - Comparacao da solucdo exata com varia¢cdo do ¢ (0,03 — 0,03) e t=1,0.
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FIGURA 5.6 - Comparacao da solucdo exata com variagdo do ¢ (0,03 — 0,05) e t=1,0.
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FIGURA 5.7 - Comparacdo da solugdo exata com variagdo do o (0,05 — 0,03) e
t=1,0.
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FIGURA 5.8 - Comparagdao da solucdo exata com variagdo do o (0,05 — 0,05) e
t=1,0.

Nas Figuras 5.9 e 5.10, nota-se a mesma tendéncia das Figuras 5.7 e 5.8 para o
tempo T = 2,0 mesmo com a redu¢do da fun¢do densidade de distribui¢ao de tamanho.
Porém, nas Figuras 5.11 e 5.12 observa-se que aumentando o desvio padrao dos valores

medidos, as medidas sdo fortemente influenciadas ao longo de todo o tamanho (D).
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FIGURA 5.9 - Comparac¢ao da solugdo exata com o ¢ (0,03 — 0,03) e T = 2,0.
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FIGURA 5.10 - Comparagao da solugdo exata com o ¢ (0,03 —0,05) e T =2,0.
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FIGURA 5.11 - Comparagdo da solugdo exata com desvio padrao (0,05 — 0,03) e
t=2,0.
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FIGURA 5.12 - Compara¢do da solugdo exata com desvio padrao (0,05 — 0,05) e
t=2,0.

Observando as Tabelas 5.4 a 5.6 e as Figuras 5.1 a 5.12 optou-se usar Np = 80
para estimar a funcao densidade do tamanho de particulas para os casos-testes estudados
na secdo 3.2.1. O motivo foi o erro ser pequeno em todas as variagdes do numero de
particulas para o filtro ASIR; o tempo de CPU para Np = 10 foi 11,36s, Np = 40 foi
11,61s e Np = 80 foi 11,22s. Em todas as analises, o desvio padrao foi dividido pela
concentracdo maxima da densidade do tamanho das particulas. Em BATISTA (2011)
optou-se usar Np = 1000 para estimar a referida fun¢do, com tempo de CPU de 46,19s.
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5.2 — COMPARACAO DOS RESULTADOS DOS FILTROS SIR E ASIR PARA O
CASO-TESTE 1

Para o caso-teste 1, foram analisados os tempos adimensionais T = 0,25, 1,0 ¢ 2,0
admitindo o desvio padrdo do modelo e dos valores medidos 3% e 5% para os filtros
SIR (BATISTA, 2011) e ASIR, com quatro combinagdes as quais foram utilizadas para
melhor andlise dos resultados.

As Figuras A.1 a A.8 mostram as comparagdes graficas entre os resultados da
solugdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para t = 0,25 (ver
Apéndice A).

As Figuras A.9 a A.16 mostram as comparagdes graficas entre os resultados da
solugdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para t = 1,0 (ver
Apéndice A).

As Figuras 5.13 a 5.20 mostram as comparagdes graficas entre os resultados da
solugdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para t = 2,0.

Analisando a Figura 5.14, nota-se que as medidas tém excelente concordancia
com os valores medidos para pequenos desvios padrdo os quais estdo dentro do

intervalo de 99% de confianga do modelo.
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Comparando as Figuras 5.13 e 5.14, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR
e ASIR.
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.. Smedidas 0.03, Smodelo ~ 0.03
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FIGURA 5.13 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.14 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro ASIR).

Nota-se que a Figura 5.16, tem o mesmo comportamento que a Figura 5.14 para
pequeno desvio padrdo dos valores medidos e grande desvio padrao do modelo, os quais

estdo dentro do intervalo de 99% de confian¢a do modelo.
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Comparando as Figuras 5.15 e 5.16, nota-se que as curvas tém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA 5.15 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.16 - Comparaciao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro ASIR).

Observa-se na Figura 5.18, para grande desvio padrdo dos valores medidos e

pequeno desvio padrdo do modelo, as medidas se desviam do resultado simulado.
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Comparando as Figuras 5.17 e 5.18, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR
e ASIR.
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FIGURA 5.17 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.18 - Comparacdao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro ASIR).

Verifica-se na Figura 5.20, para grande desvio padrdao dos valores medidos e do
modelo, as medidas possuem boa concordancia com aos valores simulados. Observa-se

que os resultados estdo dentro do intervalo de 99% de confianga.
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Comparando as Figuras 5.19 e 5.20, nota-se que as curvas tém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA 5.19 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.20 - Comparaciao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 1 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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5.3 - COMPARACAO DOS RESULTADOS DOS FILTROS SIR E ASIR PARA O
CASO-TESTE 2

Para o caso-teste 2, foram analisados os tempos adimensionais T = 0,25, 1,0, e
2,0 admitindo o ¢ (0,03 — 0,03; 0,03 — 0,05; 0,05 — 0,03; 0,05 — 0,05) para os filtros de
particulas SIR (BATISTA, 2011) e ASIR os quais foram utilizados para melhor analise
dos resultados.

Nas Figuras B.1 a B.8 sdo mostradas as comparacdes graficas entre os resultados
da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para T = 0,25
(ver Apéndice B).

Nas Figuras B.9 a B.10 s3o mostradas as comparacdes graficas entre os
resultados da solucgdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=1,0 (ver Apéndice B).

As Figuras 5.21 a 5.28 mostram as comparagdes graficas entre os resultados da
solugdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para T = 2,0.

Observa-se nas Figuras 5.22 e 5.24 que as medidas se afastam dos valores
medidos para pequeno desvio padrao os quais estdo dentro do intervalo de confianca de
99%.

Nota-se nas Figuras 5.26 e 5.28 que as medidas apresentam oscilagdes fortes e
abandonam os valores medidos para grande desvio padrdo das medidas e tentam
convergir para o modelo. Observa-se na Figura 5.26 que as medidas estdo parcialmente
fora do intervalo de confianca de 99%, pelo aumento do desvio padrao para 5% do valor
medido da funcdo densidade de tamanho de particulas as quais sofrem forte influéncia
para pequenos n(v,t) ao longo da distribuicdo de tamanho de particulas. Na Figura 5.28
as medidas estdo dentro do intervalo de confianga de 99%, porém devido o aumento do
desvio padrdo para 5% do valor medido e pequena funcdo densidade de tamanho de
particulas as medidas sofrem forte influéncia ao longo da distribuicdo de tamanho de

particulas.
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Comparando as Figuras 5.21 e 5.22, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA 5.21 - Comparagdao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 2 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.22 - Comparagao das medidas com o (0,03 — 0,03), para o caso-teste 2 ¢
T =2,0 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras 5.23 e 5.24, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR
e ASIR.
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FIGURA 5.23 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 2 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.24 - Comparagao das medidas com o (0,03 — 0,05), para o caso-teste 2 ¢
T =2,0 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras 5.25 e 5.26, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR
e ASIR.
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FIGURA 5.25 - Comparacao das medidas com & (0,05 — 0,03), para o caso-teste 2 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.26 - Comparagao das medidas com o (0,05 — 0,03), para o caso-teste 2 ¢
T =2,0 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras 5.27 e 5.28, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR
e ASIR.
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FIGURA 5.27 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 2 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.28 - Comparagao das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 2 ¢
T =2,0 (filtro ASIR).
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5.4 — COMPARACAO DOS RESULTADOS DOS FILTROS SIR E ASIR PARA O
CASO-TESTE 3

Para o caso-teste 3, foram usados os mesmos parametros do caso-teste 2, para
analise dos resultados.

As Figuras C.1 a C.8 mostram as comparagdes graficas entre os resultados da
solucao analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para t = 0,25 (ver
Apéndice C).

Nas Figuras C.9 a C.16 s3o mostradas as comparagdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=1,0 (ver Apéndice C).

Nas Figuras 5.29 a 5.36 sdo mostradas as comparacdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=2,0.

Observa-se que as figuras acima citadas apresentam a mesma concordancia

grafica das Figuras 5.21 a 5.28 com suas respectivas analises.
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FIGURA 5.29 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro SIR).

014 T T T T T
Lottt .. Smedidas ~ 0.03, Smodelo — 0.03
0.12- - .. — Presente Trabalho 7
. T o Gelbard e Seinfeld (1978)
01l . + Medidas ]
’ “s-... - Intervalo 99% Confianca
i 0.08}-, LT -
l\h +
% 0.06|- + L . E

FIGURA 5.30 - Comparagao das medidas com o (0,03 — 0,03), para o caso-teste 3 ¢
T =2,0 (filtro ASIR).

67



0.2 T T T

=0.03, . =0.05

c .
medidas modelo

—Filtro SIR
Leeeee., o Gelbard e Seinfeld (1978)
) B + Medidas

+ Intervalo 99% Confianca

FIGURA 5.31 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.32 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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FIGURA 5.33 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.34 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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FIGURA 5.35 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.36 - Comparaciao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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5.5 - COMPARACAO DOS RESULTADOS DOS FILTROS SIR E ASIR PARA O
CASO-TESTE 4

Para o caso-teste 4, foram usados os mesmos parametros do caso-teste 2, para
analise dos resultados.

Nas Figuras D.1 a D.8 sdo mostradas as comparagdes graficas entre os
resultados da solucao analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=0,25 (ver Apéndice D).

Nas Figuras D.9 a D.16 sdo mostradas as comparagdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
T = 1,0 (ver Apéndice D).

Nas Figuras 5.37 a 5.44 sdo mostradas as comparacdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=2,0.

Nota-se que as figuras acima citadas, apresentam a mesma concordancia das

Figuras 5.21 a 5.28 com suas respectivas analises.
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FIGURA 5.37 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 4 e
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FIGURA 5.38 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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FIGURA 5.39 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.40 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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FIGURA 5.41 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 542 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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FIGURA 5.43 - Comparacido das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro SIR).
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FIGURA 5.44 - Comparaciao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 4 e
T =2,0 (filtro ASIR).
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1 — CONCLUSOES

Neste trabalho os resultados mostram a aplicabilidade da técnica da
transformada de Laplace com inversdo numérica na solucdo de equacdo do balango

populacional em sistemas particulados.

Utilizou-se a subrotina DINLAP da biblioteca IMSL (1991) a qual executa a
transformada de Laplace com inversdo numérica e os resultados gerados foram
comparados com os dados produzidos pela solucdo analitica, os quais tém excelente

concordancia.

Validou-se, dessa forma a inversdo numérica da transformada de Laplace para

resolver problemas em sistemas particulados.

A técnica da transformada de Laplace com inversdo numérica mostrou-se capaz
de fornecer excelentes resultados para problemas sem taxa de remog¢do e nucleacdo e

bons resultados para problemas com taxa de nucleagao e remocgao.

Analisando o comportamento dos gréficos gerados no presente trabalho, conclui-
se que a técnica da transformada de Laplace com inversdao numérica ¢ uma ferramenta

alternativa na resolucao dos problemas estudados.
A técnica da transformada de Laplace com inversdo numérica pode ser usada
como solucdo de equagdo do balango populacional em processos de cristalizagdo, pois

esses processos utilizam o mesmo mecanismo para solucionar a fisica do problema.

O filtro Bayesiano usado neste trabalho foi o filtro com Amostragem e

Reamostragem por Importancia Auxiliar (ASIR), o qual é aplicado em problema
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hiperbdlico e ndo linear (que ¢ representado pela PBE) com o intiuto de estimar a

funcdo densidade de tamanho da particula.

O filtro com Amostragem ¢ Reamostragem por Importancia Auxiliar (ASIR) ¢

de razoavel implemetacdo computacional.

O filtro ASIR conseguiu estimar a fun¢do densidade de tamanho da particula
para sistemas particulados com: coagulacdo pura e coeficiente de coagulacdo constante,
coagulagdo pura com o coeficiente de coagulacdo variavel, coagulacdo pura com
coeficiente de coagulagdo varidvel e taxa remocdao de particulas, condensacdo e
coagulacdo com coeficiente de coagulacdo constante e coagulacdo com coeficiente de
coagulagdo constante e taxa de remog¢do e nucleacdo. Para todos os casos testados os

resultados sdo bons.

O filtro Bayesiano com Amostragem e Reamostragem por Importancia Auxiliar
(ASIR) mostrou-se uma excelente ferramenta para estimar a funcdo densidade de

tamanho da particula em sistemas particulados.

6.2 — SUGESTOES

- A sequéncia do presente trabalho ¢ aplicar o filtro Auxiliar de Particula (APF)
para estimar a fun¢do densidade de tamanho da particula em processos de sistemas

particulados.

- Utilizar o filtro de Monte Carlo com Amostragem Sequencial (SMC) para
estimar a funcdo densidade de tamanho da particula em processos de sistemas

particulados.
- Utilizar o filtro para Estimativa Combinada de Parametros e Varidveis de

Estado para estimar a fun¢do densidade de tamanho da particula em processos de

sistemas particulados.
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- Utilizar o filtro de Monte Carlo Sequencial sem o Célculo da Fungdo de
Verossimilhanga para estimar a fun¢do densidade de tamanho da particula em processos

de sistemas particulados.
- A sequéncia natural do presente trabalho ¢ aplicar filtros Bayesianos para

estimar a funcdo densidade de tamanho da particula em processos de cristalizagdo os

quais sao de grande interesse industrial.
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APENDICE A
CASO-TESTE 1

COMPARACOES GRAFICAS ENTRE OS RESULTADOS DA SOLUCAO
ANALITICA COM OS OBTIDOS VIA FILTRO DE PARTICULAS (SIR E ASIR)
PARAt=0,25et=1,0

As Figuras A.1 a A.8 mostram as comparagdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
1=0,25.

Nas Figuras A.2 e A.4, nota-se que as medidas convergem para os valores

medidos quando os desvios padrdo do modelo e das medidas sdo pequenos. Observa-se
graficamente que as medidas e os valores medidos tem a mesma tendéncia, mas estdo
dentro do intervalo de 99% de confianga.

Observa-se nas Figuras A.6 e A.8 que as medidas convergem para os valores
medidos quando o desvio padrao do modelo ¢ pequeno e o desvio padrao das medidas ¢
grande. Nota-se, também, que as medidas e os valores estimados estdo parcialmente

fora do intervalo de confianga de 99% do modelo.
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Comparando as Figuras A.1 e A.2, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA A.1 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA A.2 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 1 e
t = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras A.3 e A.4, nota-se que as curvas t€ém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA A3 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 1 e
t = 0,25 (filtro SIR).
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FIGURA A4 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 1 e
T = 0,25 (filtro ASIR).

91



Comparando as Figuras A.5 e A.6, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA A.S - Comparagdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA A.6 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 1 e
t = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras A.7 e A.8, nota-se que as curvas t€ém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.

1.2 ;
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FIGURA A.7 - Comparagdo das medidas com & (0,05 — 0,05), para o caso teste 1 e

T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA A.8 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso teste 1 e

T = 0,25 (filtro ASIR).
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As Figuras A.9 a A.16 mostram as comparagdes graficas entre os resultados da
solugdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para Tt = 1,0.

Nas Figuras A.10 e A.12 verifica-se o mesmo comportamento das Figuras A.2 e
A.4. Porém, os resultados estdo parcialmente dentro do intervalo de confianca de 99%
do modelo.

Observa-se que as Figuras A.14 e A.16 apresentam o mesmo comportamento da

Figura A.6 e A.8 com suas respectivamente analises.
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Comparando as Figuras A.9 e A.10, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA A.9 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T = 1,0 (filtro SIR).

0.8 T T T T T
: .+ + . Smedidas ~ 0.03, Smodelo = 0.03
. e, —Presente Trabalho
Lo N © Gelbard e Seinfeld (1978)
0.6~ o """, + . .
&t ., + Medidas
A ' " QQ, - Intervalo 99% Confianca
=] . @f
/2\\ .S .
~ 0.4 AN g. _
Q Al t=1.0 o-
T ® &
N °
o- Q . .
02| el No+. |
. /R L Not,
. o
o3 S
+ ¥t + ++ .
0d — I 1 I I 25 aab, Ak e
0 0.5 1 15 2 25 3

FIGURA A.10 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 1 e
t = 1,0 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras A.11 e A.12, nota-se que as curvas tém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA A.11 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 1 e
t = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA A.12 - Comparagao das medidas com o (0,03 — 0,05), para o caso-teste 1 ¢
T = 1,0 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras A.13 e A.l14, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA A.13 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,03), para o caso-teste 1 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA A.14 - Comparacio das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o
t = 1,0 (filtro ASIR).

caso-teste 1 e
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Comparando as Figuras A.15 e A.16, nota-se que as curvas t€m comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA A.15 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 1 e

T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA A.16 - Comparagao das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 1 e

T = 1,0 (filtro ASIR).
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APENDICE B
CASO-TESTE 2

COMPARACOES GRAFICAS ENTRE OS RESULTADOS DA SOLUCAO
ANALITICA COM OS OBTIDOS VIA FILTRO DE PARTICULAS (SIR E ASIR)
PARAt=0,25et=1,0

Nas Figuras B.1 a B.8 sdo mostradas as comparacdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
1=0,25.

Na Figura B.2 nota-se que as medidas convergem para os valores medidos

quando o desvio padrdo do modelo e das medidas sdo pequenos. Observa se
graficamente que as medidas e os valores medidos t€ém a mesma tendéncia, porém estao
parcialmente dentro do intervalo de 99% de confianga.

Observa-se na Figura B.4 que as medidas convergem para os valores medidos
para ¢ 0,03 — 0,05. Nota-se, também, que as medidas e os valores estimados estao
dentro do intervalo de confian¢a de 99% do modelo.

Analisando a Figura B.6, observa-se que as medidas se afastam dos valores
medidos e tendem aos resultados estimados quando o desvio padrdo dos valores
medidos ¢ grande. Nota-se que as medidas para a fun¢do densidade de particulas estdo
parcialmente fora do intervalo de confianga de 99% do modelo. Observa-se também que
as medidas da funcdo densidade de tamanho de particulas sofrem forte influéncia
quando se aumenta o desvio padrdo dos valores medidos para particulas de tamanho
maior.

Na Figura B.8, as medidas tendem aos resultados estimados para grandes ¢ das
medidas e do modelo. Observa-se que as medidas e os valores estimados estdo dentro

do intervalo de confianca de 99% do modelo.
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Comparando as Figuras B.1 e B.2, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.

1 T T T T T
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FIGURA B.1 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 2 e
t = 0,25 (filtro SIR).
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FIGURA B.2 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 2 e
t = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras B.3 e B.4, nota-se que as curvas t€ém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA B.3 - Comparagdo das medidas com o (0,03 — 0,05), para o caso-teste 2 ¢
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA B4 - Comparagdo das medidas com o (0,03 — 0,05), para o caso-teste 2 ¢
T = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

Figuras

B.5 e B.6,

0

bserva-se que as

curvas

e ASIR.
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FIGURA B.5 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 2 e
t = 0,25 (filtro SIR).

1 T T T T T

c =0.05, ¢

st medidas

0.03

modelo

—Presente Trabalho

081 o Gelbard e Seinfeld (1978) |
+ Medidas
. + Intervalo 99% Confianca
S 0.6 O+ _
5 ,
R
2
c 04

0.2

FIGURA B.6 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 2 e
t = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras B.7 ¢ B.8§,

nota-se que as curvas t€ém comportamentos

similares para os filtros de particulas SIR e ASIR.
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FIGURA B.7 - Comparacao das medidas
t=0,25 (filtro SIR).
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FIGURA B.8 - Comparacdo das medidas com & (0,05 — 0,05), para o caso-teste 2 e

t = 0,25 (filtro ASIR).
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Nas Figuras B.9 a B.16 sdao mostradas as comparacdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=1,0.

Observa-se na Figura B.10 que as medidas se afastam dos valores medidos para

6 pequeno os quais estdo dentro do intervalo de confianga de 99%.

Observa-se na Figura B.12 que as medidas se afastam dos valores medidos para
o do modelo grande os quais estdo dentro do intervalo de confianca de 99%.

Nas Figuras B.14 e¢ B.16, observa-se que as medidas abandonam os valores
medidos e tentam buscar o modelo. Porém, para pequenos valores da funcao densidade
do tamanho de particulas o aumento do desvio padrdo provoca fortes oscilagdes nas
medidas. Observa-se na Figura B.14 que as medidas estdo fora do intervalo de
confiangca de 99% devido o aumento do desvio padrdo para 5% do valor medido da
funcdo densidade de tamanho de particulas as quais sofrem forte influéncia para
tamanho de particulas maiores. Na Figura B.16 as medidas estdo dentro do intervalo de
confianga de 99%, porém devido o aumento do desvio padrao para 5% do valor medido
da funcao densidade de tamanho de particulas elas sofrem forte influéncia para tamanho

de particulas maiores.
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Comparando as Figuras B.9 e B.10, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR
e ASIR.
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FIGURA B.9 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 2 e
t = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA B.10 - Comparacao das medidas com o (0,03 — 0,03), para o caso-teste 2 ¢
T = 1,0 (filtro ASIR).

105



Comparando as Figuras B.11 e B.12, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA B.11 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 2 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA B.12 - Comparacao das medidas com o (0,03 — 0,05), para o caso-teste 2 ¢
T = 1,0 (filtro ASIR).

106



Comparando as Figuras B.13 e B.14, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA B.13 - Comparagao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 2 e
t = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA B.14 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,03), para o caso-teste 2 ¢
T = 1,0 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras B.15 e B.16, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA B.15 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 2 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA B.16 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 2 ¢
T = 1,0 (filtro ASIR).
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APENDICE C
CASO-TESTE 3

COMPARACOES GRAFICAS ENTRE OS RESULTADOS DA SOLUCAO
ANALITICA COM OS OBTIDOS VIA FILTRO DE PARTICULAS (SIR E ASIR)
PARAt=0,25et=1,0

As Figuras C.1 a C.8 mostram as comparagdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
1=0,25.

Nas Figuras C.2 e C.4, notam-se as mesmas tendéncias dos resultados

apresentados pelas Figuras B.2 e B.4 com suas respectivas andlises.
Nota-se nas Figuras C.6 ¢ C.8 as mesmas tendéncias dos resultados apresentados

pelas Figuras B.6 e B.8 com suas respectivas analises.
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Comparando as Figuras C.1 e C.2, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA C.1 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA C.2 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 3 e
t = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras C.3 e C.4, observa-se que as curvas tém

comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA C.3 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA C4 - Comparacao das medidas com o (0,03 — 0,05), para o caso-teste 3 ¢
T = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras C.5 e C.6, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA C.5 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA C.6 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,03), para o caso-teste 3 ¢
T = 0,25 (filtro ASIR).
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Comparando as Figuras C.7 e C.8, observa-se que as curvas tém
comportamentos similares com pequenas discrepancias para os filtros de particulas SIR

e ASIR.
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FIGURA C.7 - Comparagdo das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA C.8 - Comparacao das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T = 0,25 (filtro ASIR).

Nas Figuras C.9 a C.16 sdo mostradas as comparagdes graficas entre os
resultados da solucao analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=1,0.

Observa-se que as figuras acima citadas apresentam a mesma concordancia das

Figuras B.9 a B.16 com suas respectivas analises.
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FIGURA C.9 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA C.10 - Comparagao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 3 ¢
T = 1,0 (filtro ASIR).
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FIGURA C.11 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 3 e

T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA C.12 - Comparacdo das medidas com o (0,03 — 0,05), para o

t = 1,0 (filtro ASIR).
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FIGURA C.13 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 3 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA C.14 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 3 e
t = 1,0 (filtro ASIR).

116



0.3 T e T T T T
. Smedidas =~ 0.05, Smodelo ~ 0.05
. —Filtro SIR
+ .. o Gelbard e Seinfeld (1978)
. o, + Medidas
0.2 : . - PR - Intervalo 99% Confianca
=} M .
+
5 bt 060
/l? o ++ oo +
S A ot e
I . OO+ T= 1-0 OO ....................
0.1 [+ + Oo + 4 + % .
o
(e} ..
+ [O+ . + 9 . . X
+ (0] + o+ + 4
ot * + + +
qzO + + + . .
o by +
(‘:w.o* NP L : L MhEal +H—+ Y
0 0.5 1 15 2 2.5 3
D

FIGURA C.15 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 3 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA C.16 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 3 e
t = 1,0 (filtro ASIR).
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APENDICE D
CASO-TESTE 4

COMPARACOES GRAFICAS ENTRE OS RESULTADOS DA SOLUCAO
ANALITICA COM OS OBTIDOS VIA FILTRO DE PARTICULAS (SIR E ASIR)
PARAt=0,25et=1,0

Nas Figuras D.1 a D.8 sdao mostradas as comparagdes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
1=0,25.

Nas figuras acima citadas, notam-se as mesmas tendéncias dos resultados

apresentados pelas Figuras C.1 a C.8 com suas respectivas analises.
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FIGURA D.1 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 4 e
T =0,25 (filtro SIR).
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FIGURA D.2 - Comparacao das medidas com o (0,03 — 0,03), para o caso-teste 4 ¢
T = 0,25 (filtro ASIR).
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FIGURA D.J3 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 4 e
t = 0,25 (filtro SIR).
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FIGURA D4 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 4 e
t = 0,25 (filtro ASIR).
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FIGURA D.S - Comparagdo das medidas com o (0,05 — 0,03), para o
T = 0,25 (filtro SIR).
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FIGURA D.6 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 4 e

t = 0,25 (filtro ASIR).
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FIGURA D.7 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 4 e
t = 0,25 (filtro SIR).

1.2 T T T T
. O medidas — 0.05, Smodelo ~ 0.05
1k R —Presente Trabalho .
. o Gelbard e Seinfeld (1978)
Q" + Medidas

0.8 + Intervalo 99% Confianca

0.6

n(D, 1)/Noy

0.4

0.2

FIGURA D.8 - Comparagdo das medidas com o (0,05 — 0,05), para o caso-teste 4 e
t = 0,25 (filtro ASIR).

Nas Figuras D.9 a D.16 sdo mostradas as comparacgoes graficas entre os
resultados da solucdo analitica com os obtidos via filtro de particulas (SIR e ASIR) para
t=1,0.

Verifica-se nas figuras acima citadas, a mesma concordancia das Figuras B.9 a

B.16 com suas respectivas analises.
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FIGURA DJ9 - Comparagdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 4 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA D.10 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,03), para o caso-teste 4 e
t = 1,0 (filtro ASIR).
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FIGURA D.11 - Comparacdo das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 4 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA D.12 - Comparacao das medidas com ¢ (0,03 — 0,05), para o caso-teste 4 e
t = 1,0 (filtro ASIR).
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FIGURA D.13 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 4 e
T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA D.14 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,03), para o caso-teste 4 e
t = 1,0 (filtro ASIR).
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FIGURA D.15 - Comparacdo das medidas com o (0,05 — 0,05), para o

T = 1,0 (filtro SIR).
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FIGURA D.16 - Comparacao das medidas com ¢ (0,05 — 0,05), para o caso-teste 4 e

t = 1,0 (filtro ASIR).
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