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Em sistemas particulados, os fendmenos fisico-quimicos sdo descritos por meio
de equacdes de balanco populacional (EBP) que governa a fun¢do densidade de
distribuicao de tamanho de particulas, através da qual é possivel prever a evolugdo dessa
distribuicdo no tempo. O presente trabalho propde a solucdo de problemas de balango
populacional (BP) com formulagdo hiperbolica e ndo linear sob a forma de uma equagao
integro-diferencial parcial pela aplicagdo da técnica de transformada de Laplace com
inversdo numérica. Através da solucdo desse problema ¢ possivel estimar a func¢do
densidade de distribuicdo de particulas de volume v e assim prever o comportamento
dindmico do sistema fisico espacialmente homogéneo onde ocorre o transporte
convectivo e difusivo de particulas com taxa de nascimento e morte. A simulagdo do
modelo abordado foi obtida através de um codigo computacional em linguagem Fortran
90/95, com a sub-rotina DINLAP, da biblioteca IMSL (1991). Na simulagdo, os
resultados numéricos gerados pela variacdo no coeficiente de difusao foram comparados
entre si para observar os efeitos causados pelo coeficiente difusivo. Além disso,
resultados gerados na simulacdo do modelo do presente trabalho, usando um coeficiente
difusivo consideravelmente pequeno, foram comparados com um resultado publicado
na literatura, o que mostrou excelente concordancia. Tais observagdes permitiram
avaliar a influéncia do termo difusivo presente na EBP do problema abordado, bem

como a aplicabilidade da metodologia usada na solugdo do problema.

vi



Abstract of Dissertation presented to PPGEP/UFPA as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master in Process Engineering (M.Eng.)

SOLUTION OF POPULATION BALANCE EQUATIONS USING THE
LAPLACE TRANSFORM TECHNIQUE

Katia Tavares Campos

December/2015

Advisor: Clauderino da Silva Batista
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In particulate systems, physical-chemical phenomena are described by means of
population balance equations (EBP), which governs the function of particle size
distribution density, through which it is possible to predict the evolution of this
distribution in time. This paper proposes the solution of population balance problems
(BP) with hyperbolic formulation and not linear in the form of a partial integral-
differential equation by applying the transform technique of Laplace with numerical
inversion. Through the solution of this problem it is possible to estimate the distribution
function of volume density of particles and thus predict the dynamic behavior of
spatially homogeneous physical system where the convective and diffusive transport of
particles with birth rate and death occurs. The simulation model was addressed obtained
through a computer code in Fortran language 90/95, with DINLAP subroutine, the
IMSL library (1991). In the simulation, numerical results generated by the variation in
the diffusion coefficient were compared to observe the effects caused by the diffusion
coefficient. In addition, results generated in the simulation of this working model, using
a pretty small diffusion coefficient were compared with published results in the
literature, which showed excellent agreement. These observations allowed us to
evaluate the influence of the term diffusive present in EBP of the problem addressed, as

well as the applicability of the methodology used in solving the problem.
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Tabela 4.1

LISTA DE TABELAS

Coeficientes e taxas usados no caso-teste estudado



NOMENCLATURA

BP BALANCO POPULACIONAL

DTP DENSIDADE DE TAMANHO DE PARTICULAS

D Diametro da particula, um

D, Coeficiente de difusdo constante, ,umz /s

EBP EQUACAO DE BALANCO POPULACIONAL

G Taxa de crescimento linear, um/s

M, (t) Numero total de particulas por unidade de volume do fluido, ¢m™
N Numero de particulas, cm™

N, Numero total de particulas no tempo zero, cm™

n (D,t) Fungdo densidade de distribuigdo de tamanho

n(v,t) Fungio densidade de distribui¢do de tamanho, um >cm™
S, Taxa de nucleagio cm’ / s

t Tempo, souh

% Volume da particula cm’

Yy Volume da particula no tempo zero cm’

v Volume da particula cm’

LETRAS GREGAS

Coeficiente de coagulagio constante, c¢m’ / s

Relagdo entre a taxa de crescimento de particulas e a taxa de coagulagdo

By
o Relagao entre o coeficiente de difusdo e a taxa de coagulacao
A
T Tempo adimensional

Xi



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - MOTIVACAO E OBJETIVOS

A obtenc¢do de controle sobre a distribuicdo do tamanho de particulas (DTP) em
um produto ¢ o principal objetivo em muitos processos de engenharia, visto que a DTP
muitas vezes determina se o produto ¢ adequado para uma aplica¢do particular. Em
estudos ambientais, a DTP ¢ também de suma importancia, uma vez que indica as
propriedades do poluente e o nivel de risco ao ambiente e a satde. No entanto, a DTP ¢
profundamente afetada pelo campo de fluxo e turbuléncia, sobre o qual ha um "conjunto
de etapas" em processos de formacdo e de interagdo de particulas (DI VEROLI e
RIGOPOULOS, 2011).

A evolucdo da DTP ¢ descrito matematicamente via equagdo de balanco
populacional (EBP), também conhecida como equacdo dindmica geral (EDG), uma
equacao de transporte para a distribuicdo de tamanho da particula em um espaco de fase
compreendendo espaco, tempo, € uma medida de tamanho da particula tal como raio,
didmetro ou volume. Mecanismos fisico-quimicos que determinam a DTP incluem
nucleagdo, crescimento/evaporacdo, agrega¢do e fragmenta¢do. Quando todos estes
mecanismos sdo combinados, a EBP torna-se uma equagdo integro - diferencial (DI
VEROLI e RIGOPOULOS, 2011).

A partir de defini¢des encontradas na literatura para sistemas particulados,
observa-se que nesses sistemas, onde se investiga a evolugdo do comportamento
dindmico de uma populacdo de pequenas particulas, a descricdo matematica ¢ uma
equacdo de balango populacional (EBP), cuja sigla em inglés ¢ PBEs (Population
Balance Equations), que, segundo ULIANA (2007), apresenta-se genericamente sob a
forma de uma equacido integro - diferencial parcial, a qual governa a fun¢do densidade
de distribuicdo de tamanho de particulas e sua evolug¢do ao longo do tempo, através da
qual ¢ possivel prever o comportamento dindmico de uma populagdo de particulas e
cuja formulagdo se descreve em fun¢do da ocorréncia de interacdes entre as particulas
que tém suas propriedades alteradas, de forma a modificar a distribui¢do quando

ocorrem os seguintes fendmenos: Formacao de novas particulas (nucleacdo), variagdo
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no valor da propriedade (crescimento), divisdo de uma particula para formar outras
particulas (quebra) e unido de particulas para a formac¢do de uma unica particula
(coalescéncia ou coagulagdo).

Tais fendmenos sdo usuais na formulacdo de uma EBP, sendo que na pratica
ocorrem também outros fendmenos, como aqueles em que particulas sdo transferidas
através do sistema, devido a processos de difusdo e convecc¢do. Segundo a lei de Fick, a
difusdo de particulas ocorre pela existéncia de gradientes de concentracdo de particulas
de uma determinada propriedade, situagdes nas quais se produz um fluxo dessas
particulas, o qual tende a homogeneizar a dissolu¢do e uniformizar a concentragdo. O
fluxo homogeneizador ¢ uma consequéncia estatistica do movimento aleatorio de
particulas. Neste contexto, a solucdo da BPE geral consiste em determinar a funcdo
densidade de tamanho de particulas, através da qual ¢ possivel prever o comportamento
dindmico de uma populagdo de particulas (com determinada propriedade) em um
determinado sistema fisico.

Busca-se, neste trabalho, obter solu¢des de EBPs, que descrevem variagdes na
distribuicao de tamanho de particulas durante os processos de coagulagdo, crescimento e
difusdo, pela aplicagdo da técnica da transformada de Laplace com inversdo numérica.
Através dessa solugdo € possivel estimar a fung¢ao densidade de distribuicao de tamanho
de particulas, e assim prever o comportamento dindmico do problema fisico abordado
que consiste no transporte convectivo e difusivo de particulas com taxa de nascimento e
morte.

Na simulagdo do problema fisico abordado foram usadas rotinas do Fortran
90/95 com a sub-rotina DINLAP, da biblioteca IMSL (1991), que executou a inversdo
numérica da transformada de Laplace. O algoritmo usado na simulagdo resultou da
adaptagdo de um algoritmo previamente desenvolvido na literatura por BATISTA
(2011) e os resultados gerados na simulagdo do modelo permitiram avaliar a influencia
do termo difusivo presente na EBP do problema em questao.

Mais especificamente, objetiva-se neste estudo aplicar um método numérico de
inversdo da transformada de Laplace, juntamente com o método das caracteristicas e a
solucdo de Bernoulli, na solugdo de uma EBP sob a forma de uma equagdo integro-
diferencial parcial ndo linear hiperbolica com taxa de crescimento, coagulacdo e
difusdo, no sentido de estimar a funcao densidade de distribuigdo tamanho (volume v ou
didmetro D) de particulas, visando a obten¢do computacional dos resultados do

problema estudado.



1.2— CONTRIBUICOES

Modelos de balango populacional tiveram importantes aplica¢des industriais,
como: Os processos de polimerizagdo, cujo estudo realizado por MARNANGELO
(2010) foi dado enfoque a distribuicao de tamanhos de particulas do latex e seus efeitos
no produto, visando a producdo de um latex de alto teor de sdlidos. Os processos de
cristalizagdo industrial submetidos a nucleacdo e crescimento simultaneo, cujo modelo
de balango populacional ¢ resolvido usando o método das caracteristicas, descrito por
MESBAH et al. (2009).

A presente dissertacdo oferece uma alternativa para a solugdo de equacdes de
balanco populacional na forma de uma equagdo integro - diferencial parcial com
formulagdo ndo linear e hiperbolica através de método numérico de inversdo da

transformada de Laplace.

1.3- ORGANIZACAO DO TRABALHO

No capitulo introdutorio sdo apresentadas as motivagdes e objetivos que levaram
ao estudo do comportamento dinamico de uma populagdo de particulas onde estara
ocorrendo coagulagdo, crescimento e difusdo.

No Capitulo 2 sdo apresentadas informacdes obtidas da literatura sobre
problemas de balango populacional, cuja equagdo ¢ aplicada em sistemas particulados
envolvendo processos fisico-quimico como a dindmica de coagulacdo, nucleagdo,
convecgdo, difusdo, crescimento, entre outros. Tendo em vista as metodologias usadas
na solugdo do problema abordado, foram apresentadas também algumas nogdes
referentes a Técnica da Transformada de Laplace e o Método das Caracteristicas, bem
como a Transformada de Laplace com inversdo numérica.

O Capitulo 3 apresenta a formulagdo matematica do problema para sistemas
particulados que envolvem os fendmenos de coagulagdo, crescimento e difusdo, cuja
descricdo matematica ¢ uma equagdo integro - diferencial parcial ndo linear hiperbdlica,
tendo sido utilizado a Técnica da Transformada de Laplace e o Método das
Caracteristicas na sua resolu¢ao.

As discussdes sobre os resultados obtidos pela técnica da transformada de
Laplace com inversdo numérica ¢ apresentada no Capitulo 4, ilustrando-se por meio de

graficos os resultados numéricos gerados na simulagdo do problema abordado.



Por fim, o Capitulo 5 apresenta as conclusdes referentes ao problema abordado,

e as sugestdes de estudo na continuacdo em etapas futuras.



CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

2.1- EQUACAO DE BALANCO POPULACIONAL

Conforme descrito por PAULIN (2013), a equagdo do balanco populacional, de
um modo geral, ¢ um balanco de entrada e saida de fluxos de uma populagao dispersa
especificada por seu tamanho em um sistema que pode possuir varias dimensoes,
devendo essa equacdo ser submetida as condi¢cdes de contorno e inicial, cujas
caracteristicas sdo exclusivas para cada estudo de caso. A estrutura do balango
populacional tem sido aceito por algum tempo como a abordagem mais fundamental
para a modelagem da dindmica de particulas, goticulas, ou bolhas em sistemas
multifasicos (GIMBUN et al., 2009). Segundo RIGOPOULUS e JONES (2003), em
todas essas situacdes, o objetivo € prever a evolucao da distribuicdo de uma ou mais
propriedades que caracterizam o individuo, particulas ou entidades, ¢ a PBE dinamica ¢
em esséncia uma equagdo de balanco de numero para descrever essa evolugdo. A
evolucao dinamica da distribuicdo do tamanho de particula em sistemas particulados ¢
comumente obtida pela solucdo da equacdo de balanco populacional (RAMKRISHNA,
2000).

A abordagem de balanco populacional (BP) foi primeiro proposto em 1964
simultaneamente por dois grupos de pesquisadores (RANDOLPH, 1969; HULBURT e
KATZ, 1964) que descreveram o comportamento de particulas durante a cristalizagdo,
sendo os pioneiros a aplicar o equacionamento do BP a um problema da engenharia
quimica. A formulacdo estendida do BP que levou em conta a natureza estocastica do
comportamento das particulas foi dada por RAMKRISHNA ¢ BORWANKER (1973).
No entanto, a fundamentagdo matematica da EBP geral foi descrita nos trabalhos
classicos d¢ RANDOLPH e LARSON (1988), onde sdo encontradas aplicagdes para a
cristalizagdo, e no livro de RAMKRISHNA (2000), de forma que a EBP passou a ser
estabelecida como uma ferramenta bésica na analise de sistemas particulados, sendo

atualmente aplicada de forma racional.



Um estudo recente relatado na literatura que aborda a equagdo de Balango
Populacional envolvendo o termo difusivo consiste no modelo de PAULIN (2013) que
usou Balango Populacional para descrever a desemulsificacdo de petroleo e dgua em
separador gravitacional. Nesse modelo foi considerado um coeficiente de difusao
médio, calculado pela equag@o de Stokes-Einsten, embora o coeficiente de difusdo varie
com a altura, tendo em vista que a concentragdo de agua ¢ alterada também em fung¢do
da altura. Segundo PAULIN (2013), a equacdo de seu modelo foi utilizada também por
STERLING et al. (2004) na modelagem da dispersdao de 6leo em derrames marinhos e
por CUNHA (2007) sobre a modelagem matematica da separacdo gravitacional de
emulsdes de petrdleo.

Segundo STERLING et al. (2004), na descri¢do do balango populacional em
sistemas com fases de distintas massas especificas, onde ocorrem fendomenos como o
transporte axial (sedimentagdo/flotagdo), a distribuicdo de tamanho de goticulas ¢
afetada pela difusdo ao longo das coordenadas espaciais e pela velocidade de
segregacao (advecgdo).

Modelos matematicos uteis com base em equagdes de balanco populacional
(EBP) tém sido desenvolvidos e implementados para descrever a evolucao de sistemas
dispersos, tendo em conta sua dindmica como resultado de um conjunto de eventos tais
como a coalescéncia, quebra, nucleacdo, sedimentagdo e crescimento de particulas ou
flocos, gotas, bolhas, cristais. Cada evento particular deve ser descrito de acordo com as
propriedades da fase dispersa, por exemplo, a taxa de coalescéncia entre as particulas e
a taxa de sedimentagdo de uma particula depende de um conjunto de parametros
incluindo o didmetro da particula envolvida, e as propriedades fisicas da fase continua
(por exemplo, viscosidade, densidade, temperatura). A resolucdo do modelo de EBP
permitiu predizer o nimero inteiro referente a distribui¢do de tamanho de particula de
um sistema. (CUNHA et al., 2008)

A EBP basicamente contabiliza as particulas que constituem a fase dispersa
numa fase continua, as quais podem formar-se ou desaparecer do sistema. O niimero
total de particulas de um estado em determinado espago num sistema pode ser alterado
por processo de surgimento de novas particulas (processo de nascimento) e pela
extin¢do das particulas existentes (processo de morte). O surgimento de novas particulas
pode ocorrer devido a quebra (divisdo), agregacdo (coalescéncia) e nucleacdo de
particulas. Da mesma forma a quebra e agregac¢do contribuem também para a extingdo

das particulas existentes (RAMKRISHNA, 2000).
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Para a formulacdo do BP, ¢ fundamental assumir a existéncia de um nimero de
densidade para cada ponto da particula no espaco. Assim, o nimero de particulas em
qualquer regido do espaco ¢ obtido através da integracdo do niimero da densidade no
espaco determinado. A equagdo de BP ¢ uma equacao do numero anterior da densidade
que pode ser considerado como representante do balanco do nimero de particulas de um
estado particular. A equacdo ¢ muitas vezes associada a equagdes de conservacdo de
entidades e de particulas (RAMKRISHNA, 2000).

Processos particulados estdo entre os mais comuns em processos quimicos.
Técnicas para a geracdo eficiente e precisa de solu¢des para as equagdes governantes
sd0 necessdrias para o projeto e controle destes sistemas. As exigéncias variam de
qualidade da solug¢do e velocidade entre as aplicacdes, bem como a diversidade de
sistemas especificos de uma analise cuidadosa na escolha adequada de técnicas
numéricas (MAHONEY e RAMKRISHNA, 2002).

Modelos de balango populacional resultam geralmente em uma equagado integro-
diferencial parcial, com condi¢do de contorno e raramente admite solucdo analitica,
sendo necessaria a utilizagdo de técnicas numéricas (MAHONEY ¢ RAMKRISHNA,
2002).

A evolugdo das particulas de um sistema é regulada por diversos processos
fisico-quimicos, tais como a coagulacdo, sedimentacdo, difusdo, convecgdo,
crescimento, deposicdo, entre outros. A fim de obter o efeito destes fendmenos, ¢é
necessario resolver a equagdo integro-diferencial ndo linear para a funcdo de
distribui¢do de particulas. Em geral, o comportamento dinamico de um aerossol ¢
descrito em termos da funcdo de distribui¢do do aerossol, que ¢ dependente de varias
variaveis, tais como tempo, tamanho da particula, posi¢do, composicdo, forma,
morfologia, estado (radioativo ou ndo radioativo), etc. Uma equacdo que depende de
tempo, espago € tamanho para a distribui¢do ¢ denominada a equacao de dindmica geral
(ELGARAYHI, 2003).

O aspecto mais importante de particulas de aerossol ¢, talvez, a sua interagao
com moléculas de gés. Portanto, ¢ de alguma importancia o estudo dos efeitos da
condensag¢do e da difusdo sobre um aerossol. Ha dois principios pelos quais particulas
extremamente pequenas de aerossol podem ser removidas: por acdo da gravidade ou
forcas aerodindmicas ou pela migragdo para as superficies, aderem a estas superficies e,
assim, sdo removidas. O processo pelo qual estas particulas migram, quer a uma

superficie ou outra, ¢ chamado de difusdo, e o seu movimento ¢ descrito como
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movimento Browniano. A difusdo ¢ importante em estudos de aerossol, pois representa
o principal efeito dindmico em particulas muito pequenas (didmetro inferior a 0,1 um) e
deve ser considerada quando a dindmica dessas pequenas particulas ¢ estudada.
(ELGARAYHI, 2004)

A Figura 2.1 ilustra a relacdo entre a funcdo densidade de distribuigdo de
tamanho e o volume da particula. Nessa relacdo, observa-se graficamente que a funcao
densidade de particulas ¢ maior quando o volume ¢ menor e, devido as colisdes entre as

particulas, o volume cresce de forma a diminuir a densidade de distribui¢cdo de tamanho

(BATISTA, 2011).

n(v,t)

» \4

Figura 2.1 - Relacdo entre a fun¢do densidade de distribuicdo de tamanho e o volume
da particula. Fonte: IPT (2007).

A equagdo de balanco populacional é obtida através da aplicagdo de principios
de conservacdo a fun¢do densidade numérica de particulas, f(x,y,t), que ¢ funcdo do
vetor contendo as propriedades internas da particula (x), de propriedades externas que
variam espacialmente (y), e do tempo (t). Desprezando a dependéncia funcional das
variaveis externas e considerando a distribuicdo como sendo monovariada em que
apenas a quebra e agregacdo de particulas ocorrem, podemos escrever a EBP como:
df (x,t)/0t = Ha(x,t) + Hb(x,t). (FERREIRA, 2015)

A EBP ¢ uma equagdo para descrever a evolugdo da distribui¢do de tamanho da
particula de um sistema de particulas polidispersa. E essencialmente uma equagio de
balango para uma densidade do niimero de particulas, a qual ¢ definida em termos das

propriedades caracteristicas com respeito a particulas polidispersas. Normalmente, a
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propriedade de interesse ¢ uma medida linear para uma particula de tamanho L ou
volume v. Considera-se, por exemplo, a particula de tamanho L, a densidade de nimero
N(L; x, t) € entdo definida como uma distribuicdo continua sobre o dominio do volume
de particulas, bem como uma fun¢do de espago x e tempo t que representa a
concentragdo para particulas de tamanho [L, L +J0 L] por unidade L. A EBP pode,

entdo, ser escrita como:

ON(L;x,t)

oy +V[uN(L;x,t)]+8%N[G(L,Y)(L;x,t)]=DPVZN(L;x,t)+wN(Y,N) 2.1)

Sendo Dp a difusividade das particulas, assumindo o valor constante para todas
as particulas. Como se pode ver, a EBP introduz L. como uma dimensao adicional para o
problema. Mecanismos de crescimento sdo representados pela taxa de crescimento
G(L,Y) que, em geral, depende do tamanho da particula e do meio ambiente local, isto
¢, das concentracdes da espécie pela qual as particulas estdo crescendo. Com isso, pode

ser logo visto que o crescimento ¢ um mecanismo convectivo ao longo da dimensdo de

tamanho da particula, cuja unidade ¢ m/s. O termo fonte W, pode contribuir para a

formag¢do de particulas (nucleacdo) e outros fendmenos como a agregagdo ou
fragmentacdo (DI VEROLI e RIGOPOULOS, 2011).

A EBP dada pela equagdo integro-diferencial parcial Eq.(2.2) a seguir foi
proposta por GELBARD e SEINFELD (1978) e utilizada por BATISTA (2011) que a
resolveu pelo emprego da técnica de transformada de Laplace com inversdo numérica.
Segundo GELBARD e SEINFELD (1978), essa equacdo surge em uma grande
variedade de contextos fisicos, tais como quimica coloidal, dinamica atmosférica de
aerossois, cinética de cristalizagdo e dinamica de populagdes biologicas.

O estado espacial e quimico para um sistema particulado homogéneo ¢ descrito
pela funcdo densidade de particula para a distribuicdo de tamanho n(v,7), em que
n(v,t)dv € o numero de particulas por unidade de volume do fluido numa escala de
volume v para v+dv. A dindmica para um sistema similar no qual um individuo pode
crescer pela adigdo de material da fase fluida, no qual particulas podem colidir e
coagular ¢ descrito pela equagdo geral do balango populacional. (GELBARD e
SEINFELD, 1978)



on(v,t) N AI(v,0)n(v,1)] _
ot v B

% [ Bv=5.9)n(v=5.0n(5.0)d5

— J.: B, n(v,t)n(v,t)dv + S[n(v,t),v,t] (2.2)

Em que, I(v,t)=dv/dt é a taxa de mudanca de volume v pela transferéncia de material
entre particulas e fase fluida, B(v,v) ¢ o coeficiente de coagulagdo da particula para
volumes v e v, e Sv € a taxa liquida de adi¢do de particulas novas no sistema. A

condi¢do inicial e de contorno requeridas para a Eq. (2.2) foram dadas por:

n(v,0) = No g (2.3)

Vo

n(0,¢)=0 2.4)

2.2 - APLICACOES EM SISTEMAS PARTICULADOS

A estabilidade das emulsdes de 6leo bruto em agua geradas em laboratorio foi
investigada utilizando um modelo matematico fenomenoloégico com base na equacao de
balango populacional, tendo em conta diferentes fenomenos, tal como a coalescéncia
bindria de gotas de dgua, a coalescéncia interfacial com a fase agua, a difusdo da fase
dispersa, e sedimentagdo de goticulas. A equag¢do de balanco populacional (EBP)
resultante foi uma equacgdo integro - diferencial parcial ndo-linear hiperbdlica, que para
o caso especifico exigiu técnicas numéricas para a resolu¢ao. A EBP foi convertida em
um sistema de equagdes diferenciais parciais utilizando técnica de pivo fixo de Kumar.
(CUNHA et al., 2008).

A descricdo matematica de um sistema de particulas submetidas
simultaneamente a nucleagdo, crescimento e aglomeracdo ¢ uma equagdo de balango
populacional (EBP), que leva a uma equagdo integro - diferencial parcial nio-linear.
Problemas sdo encontrados na solugdo desta equagdo, resultante da forma hiperbolica
devido ao termo de crescimento e a ndo-linearidade associada a aglomeracdo. A busca
de uma solu¢do para tal equacdo consiste essencialmente em se procurar uma descri¢do
de como as particulas sdo distribuidas por tamanho com o tempo. Em engenharia

quimica, populacdes de particulas formam uma categoria de sistemas que sao referidos
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como processos em fase dispersa. Muitos processos de particulas, tal como a
cristalizacdo da solugdo, polimerizagdo em emulsdo, o crescimento microbiano, os
processos de aerossol e processos de granulacdo, sdo muitas vezes descrito
adequadamente por equagdes de balango populacional (LIU e CAMERON, 2001).
Conforme descrito por MARCHISIO et al. (2002), muitos processos quimicos
envolvem precipitacio em uma ou mais etapas-chave da operagdo global. Segundo
DIRKSEN e RING (1991), a precipitagdo ¢ o resultado de varios mecanismos, ou seja,
nucleagdo, crescimento molecular, e 0s processos secundarios, como a agregagdo (ou
aglomerag¢do) e ruptura, e a for¢a motriz ¢ a supersaturagdo. A Figura 2.2 abaixo ilustra

alguns desses mecanismos.

o © OOO o Particulas Individuais
QO O
o O
O #) Quebra

A glumera cio

Nucleacio %
Cementacio

Figura 2.2 - Precipitacdo de particulas: nucleacdo, cementagdo, quebra e aglomeragao.
Fonte: ILIEVSKI (1991).

A nucleagdo, crescimento e agregacdo simultaneas de particulas ¢ fundamental
para a caracterizacdo de processos como cristalizagdo, precipitacdo, formacdo de
aerossois e assim por diante. Uma modelagem rigorosa desses processos ¢ representada
por uma equacdo integro-diferencial parcial, conhecida como equacdo de balango
populacional (PBE). O modelo baseado em estratégias de controle exige que solugdes
numéricas devam ser obtidas em escala de tempo compativel com a escala de tempo do

processo (KUMAR e RAMKRISHNA, 1997).
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2.3 - METODOLOGIAS DE SOLUCOES PARA EQUACAO DE BALANCO
POPULACIONAL

Geralmente os problemas modelados por equacdes de balango populacional sao
resolvidos por métodos numéricos. Conforme descrito por CUNHA (2007), os métodos
numéricos encontrados na literatura sdo classificados em: método dos momentos,
método dos residuos ponderados, métodos estocasticos, métodos hibridos e técnicas de
discretizagdo. A escolha do método numérico ndo € trivial, pois alguns métodos
possuem certas restri¢gdes para varios equacionamentos de balango populacional.

Quanto as técnicas de solucdo analitica, em geral, ndo sdo aplicadas a problemas
reais que normalmente sdo complexos. No entanto, essas técnicas sdo extremamente
importantes para a validacdo de novos métodos numéricos para o balango populacional,
conforme descrito por PAULIN (2013). Somente para os casos mais simples da equagao
do BP ¢ que temos solugdo analitica, como em SCOTT (1968) ou em PATIL e
ANDREWS (1998) que desenvolveram a resolucdo analitica considerando que a
equacdo do BP ndo tinha termos de adveccdo, difusividade ou acumulo. (CUNHA,
2007)

Entre as técnicas de solucdo analitica encontram-se relatadas na literatura o
método de aproximagdes sucessivas, o método das caracteristicas, o método das
geragdes sucessivas e 0 método da transformada de Laplace (SANTOS, 2010).

Segue uma revisao dos aspectos analiticos basicos da técnica da transformada de
Laplace e do método das caracteristicas, tendo em vista a sua utiliza¢do na resolucio da
equagdo diferencial parcial do problema abordado. Também ¢ apresentada uma nogao
basica quanto a inversdo numérica da transformada de Laplace utilizada para a obtencao

dos resultados do problema.

2.3.1 - Método das Caracteristicas

Segundo BATISTA (2011), o método das caracteristicas pode ser usado para
resolver um problema de valor inicial (PVI) de uma equacdo diferencial parcial de
primeira ordem.

Quando o método das caracteristicas ¢ aplicado a esta equagdo, o objetivo ¢ a
mudanga da coordenada (x,¢) para um novo sistema de coordenadas (x,,s) em que a EDP

se torna uma equacdo diferencial ordindria (EDO) ao longo de certas curvas no plano
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x—t. Esse tipo de curva {[x(s),#(s)]: 0<s<co}, ao longo do qual a solu¢do da EDP se reduz
a uma EDO, sdo chamadas curvas caracteristicas ou apenas caracteristicas. A nova
variavel s variard, e a nova variavel x, sera constante ao longo das suas caracteristicas.
A varidvel ird mudar ao longo da curva inicial, no plano x—¢ (ao longo da linha em 7=0)

(SARRA, 2002).

2.3.2 - Método da Transformada de Laplace

Oliver Heaviside, quando estudava processos simples para obter solucdes de
equagdes diferenciais, vislumbrou um método de calculo operacional que leva ao
conceito matematico da transformada de Laplace, que ¢ um método simples para
transformar um problema de valor inicial em uma equagao algébrica, de modo a obter
uma solucdo deste PVI de uma forma indireta, sem o calculo de integrais e derivadas.
Pela utilidade deste método nas Engenharias, Matematica, Computacdo, Fisica e outras
Ciéncias Aplicadas, o método da transformadas de Laplace representa algo importante
neste contexto, sendo muito usadas em diversas situacdes. (SODRE, 2003)

A transformada de Laplace ¢ freqiientemente utilizada em problemas de diversas
areas da matematica aplicada, problema de valor inicial e de contorno de equagdo
diferencial linear (com coeficiente dependente do tempo “time invariant”). Ela permite
transformar as EDOs (equagdes diferencias Ordinarias) em equagdes algébricas e as
EDPs (equagdes diferencias Parciais) em equacdes diferencias com dimensdo espacial
menor. (BARRICHELLO, 1988)

Segue a defini¢do da transformada de Laplace, suas propriedades e métodos para

a sua determinacao (BATISTA, 2011 apud SPIEGEL, 1965):

2.3.3 - Método da Transformada de Laplace com inversdao numérica

Conforme descrito por BATISTA (2011), a transformada de Laplace de F(¢) ¢
uma operacdo altamente estavel no sentido de que pequenas flutuagdes em F(¢) sdo
ponderadas na determinacdo da 4drea sob uma curva. Além disso, o fator peso, ¢, faz
com que o comportamento de F(f) em grandes valores de ¢ seja efetivamente
desprezivel, a menos que s seja pequeno. Como consequéncia desses efeitos, uma

grande variagdo de F(¢) para grandes valores de ¢ indica uma variacdo muito pequena de
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f(s). Em contrapartida, a transformada inversa de Laplace de uma fungdo ¢ altamente
instavel. Uma pequena variacdo em f{s) pode resultar em uma grande variagdo em F(¥).

No entanto, ndo ha em geral, um método numérico completamente satisfatorio
para inverter a transformada de Laplace. Mas, para fung¢des relativamente suaves, varios
métodos sdo apresentados na literatura. Por exemplo, BELLMAN et al. (1966)
converteu a transformada de Laplace por uma transformacgio de Mellin (x=¢”) e usou
uma quadratura numérica baseada em polindmios de Legendre deslocados. KRYLOV e
SKOBLYA (1969) focaram na avaliacdo da integral de Bromwich, com uma técnica de
substituicdo dos integrandos com polindmios interpolantes de poténcias negativas e
integrou-os analiticamente.

A subrotina INLAP/DINLAP da biblioteca IMSL (1991) calcula a inversa da
transformada de Laplace de uma fungdo com valor complexo. Notando que se F(¢) ¢
uma fun¢do que tende a zero no eixo real negativo, entdo se pode definir a transformada
de Laplace dessa fungdo, supondo-se que para algum valor de s o integrando ¢
absolutamente integravel (BATISTA, 2011).

O célculo da inversa da transformada de Laplace ¢ baseado na aplicagdo do
algoritmo épsilon para séries de Fourier complexas obtidas como uma aproximagao

discreta da integral de inversdo. Dada uma transformada de valor complexo
L {F (t)}z f(s), a regra trapezoidal da a seguinte aproximagdo para a transformada

inversa:

G(z):[e;’) { f(a)+2f(a+T)eXp(ikij} (2.5)

Esta ¢ a parte real da soma de uma série de poténcias complexa em z=exp(int/T), € o
algoritmo acelera a convergéncia das somas parciais dessa série de poténcia usando o
algoritmo épsilon para calcular as correspondentes diagonais da aproximacao de Pade.
O parametro ¢ ¢ uma estimativa do maximo das partes reais das singularidades de f, e
uma escolha errada de o pode dar uma falsa convergéncia. Mesmo nos casos em que o
valor correto de « ¢ desconhecido, o algoritmo tentard estimar um valor aceitavel.
Assumindo uma convergéncia satisfatoria, o erro de discretizagdo E=G-F satisfaz a

seguinte equacao.
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E=Y e F(2nT +1)
o (2.6)
Segue-se que se|F (t)|SMe“’, entdo se pode estimar a expressdo acima para
obter (0<t<2T):
Meat

Segundo PACHECO e CREUS (1997), geralmente a aplicacdo da transformada
de Laplace ndo envolve maiores dificuldades, porém a inversao ou retorno ao dominio
da varidvel ¢ normalmente ¢ de dificil execugdo analitica. Assim, a alternativa natural é
uma abordagem através de métodos numéricos de inversdo. H4 uma unanimidade entre
os pesquisadores quanto a nao haver o melhor método de inversdo, mas sim o método
mais adequado para a classe de fun¢do que se quer inverter, mesmo porque a inversao
numérica da transformada de Laplace ¢ um processo mal condicionado (BELLMAN et
al., 1966).

Em vista disso, métodos numéricos tém sido desenvolvidos ja que na maioria
dos casos os métodos analiticos sdo insuficientes. Os melhores métodos numéricos
conhecidos para a inversdo da transformada de Laplace sdo baseados na integragdo
numérica da integral de Bromwich ou na expansdo da fun¢do original numa série de
fungdes ortogonais (BARICHELLO, 1988).

Para a avaliagdo de diferentes técnicas numéricas de inversao, € preciso observar
primeiramente certos critérios, como: aplicagdo a uma variedade de tipos comuns de
problema de inversdo; precisdo numérica; tempo relativo de computagdo; dificuldades
de programagdo e implementacdo, e outros. Consciente, no entanto, que nenhum
método ¢ definitivamente superior em todos os critérios (BARICHELLO, 1988)

Vérios métodos tém sido descritos na literatura, nos quais a transformada inversa
¢ obtida da integracdo complexa de inversdo pelo uso da quadratura numérica, ou se
obtém a inversa como uma expansdo em série dos termos de um conjunto de funcdes

linearmente independentes (BARICHELLO, 1988).
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CAPITULO 3

MODELAGEM MATEMATICA E METODOLOGIA DE SOLUCAO

Neste capitulo ¢ apresentado o modelo matematico para o balango populacional

de particulas, que resultou da inclusdo de um termo difusivo no modelo proposto por

Gelbard e Seinfeld (1978), o qual foi usado por Batista (2011), bem como a aplicagdo

da metodologia de solu¢do do problema em questao.

3.1 - FORMULACAO MATEMATICA

A dinadmica para um sistema particulado espacialmente homogéneo descrito pela

funcdo n(v,f), em que particulas individuais podem crescer, pela adi¢do de material da

fase fluida (ou diminuir pela perda de material), e em que particulas podem colidir e

coagular, bem como migrar no fluido pelo processo de difusdo, ¢ descrita pela seguinte

equacao geral de balango populacional.

on(v,t) N a[l(",f)”(val‘)] _D 9’ n(v,t)
ot v Ty

— | BOL B, 0n(5,)di+ S[n(v,1),v,1]

+% |7 B =5 9n(v=5.0n(3.1)d5

Cuja condigao inicial e de contorno requeridas para a Eq.(3.1a) sdo dadas por:

NO

n(v,0)=— e
Vo
n(0,t)=0
on(v,1) 0
v
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Sendo, N ¢ o numero inicial de particula e v, € o volume inicial médio de particula;

n(v,t) ¢ a fungdo densidade de distribuicdo de tamanho de particulas, sendo que
n(v,t)dv € o numero de particulas por unidade de volume do fluido, numa escala de
volume v para v+dv.

1(v,f)=dv/dt ¢ a taxa de mudanga de volume v pela transferéncia de material entre
particulas e fase fluida.

B(v,v) € o coeficiente de coagulagdo da particula para volumes ve v.
D, ¢ o coeficiente de difusdo efetiva.

S, € a taxa liquida de adi¢ao de particulas novas no sistema.

Os termos expressos na Eq.(3.1a) tém as seguintes representacdes: Primeiro
termo — Taxa de acimulo de particulas de volume (v). Segundo termo — Transporte
convectivo de particulas. Terceiro termo — Transporte difusivo de particulas. Quarto
termo — Taxa de aparecimento de novas particulas numa escala de tamanho (v,v+dv)
devido a colisdo e conseqiiente coalescéncia, agregagdo de duas particulas de volumes
(v—=v)e (v) para formar particulas de volume (v) (assumindo conservagdo de volume
durante a coagulagdo). Quinto termo - Taxa de desaparecimento de particulas na escala
de tamanho (v,v+dv) pela colisdo e consequente coalescéncia, agregacdo com outras
particulas do sistema. Sexto termo (Ultimo) — Representa todas as fontes e sumidouros

de particulas.

A Eq. (3.1a) pode ser escrita também em termos do didmetro da particula
(assumindo particulas esféricas), através das defini¢des dadas pelas Egs. (3.2a-d)

abaixo, que determinam a conversao do volume v para o didmetro D .

n(D,t)=(xD"/2)n(v,t) Dy=(6v,/x)" ¥=v/v, D=D/D, (3.2a-d)

3.2 — APLICACAO DA TECNICA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Para resolver o modelo matematico para sistema particulado descrito pela
equacdo integro - diferencial parcial (3.1a), a técnica da transformada de Laplace foi

empregada, bem como o Método das Caracteristicas e o Teorema de Bernoulli.
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Para este caso, considerou-se: ﬁ(v,ﬁ)zﬂo (coagulagdo constante), I(v,t)=Gv
(crescimento linear), D, (coeficiente de difusdo constante) e S[n(v,7),v,7] = 0 (sem

adicdo de particulas novas no sistema).

Assim, a Eq.(3.1a) toma a forma:

8n(v,t) a(V”l(VJ)) B azn(v t)
o o Da w3l

t)n(v,6)dv = Byn(v.t) My(H)  (3.3)

Onde, M (¢)€ o momento de ordem zero. Conforme descrito por Ramabhadran et al.
(1976), M,(¢)€ o nimero total de particulas presentes na distribuigﬁon(v,t), sendo

definido por (Veja o calculo do momento My(t) no Apéndice II):

“ (. 2N,
My0)=] n(v,t)dvzm (3.4)

Os seguintes grupos adimensionais foram usados por Gelbard e Seinfeld (1978) e

serdo aplicados as Egs. (3.1) na comparagdo do modelo do presente trabalho com o da

literatura:
D
-G T=M,pt — —q (3.5.a-c)
BN, BN,

Aplicando-se a Transformada de Laplace na Eq.(3.3), a fim de remover a

variavel independente v, obtém-se (ver detalhes no apéndice I):

. _an(v,t)}:aﬁ(s,t) (3.62)

(3.6b)
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9’n(v,t) _
L [Deff 3 }zDeﬂ.szn(s,t) (3.6¢)

L[%jwn(v—ﬁ,z)n(ﬁ,t)dﬁ}: %ﬁz(s,t) (3.6d)
L [ Bn(vit) M, (¢) = B,M, (£)7 (s.2) (3.6¢)

L [n(v,O)] =L {%e_v/”(’}=ﬁ(S,0)=—(NO/VO) (3.69)
Em que, 71(s,¢)=L [n(v,t):l
Portanto, a Equag¢do Diferencial Transformada ¢ escrita como:

A

Agrupando os termos semelhantes, resulta:

on (s, on (s, ) —2 2 —
(gt t) —Gs ;S t) :%n (S,Z‘)+|:Deﬁ-S - BM, (t)}n (S,t) (3.7a)
i (5,0) =0 /%) (3.70)

As Egs. (3.7a) e (3.7b) acima, ambas transformadas por Laplace, formam um
PVI (Problema de Valor Inicial), dado pela EDP (Equacdo Diferencial Parcial) e sua

distribuicdo inicial, respectivamente.

Sendo a EDP, Eq.(3.7a), uma equacao diferencial do tipo hiperbolica, a mesma ¢é
resolvida analiticamente pelo Método das Caracteristicas mostrado a seguir, a fim de

transformé-la em uma EDO (Equagdo Diferencial Ordindria):
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Considera-se inicialmente a seguinte parametrizacao:

n

n(s,t) e, entdo: 7 :ﬁ[s(é’),t(é‘)] (3.8a,b)

Onde, na Eq.(3.8b) aplica-se a regra da cadeia para a obten¢do da derivada total da

Eq.(3.7a) em relagdo a &, mostrada a seguir:

dn _ds o _di on (3.80)

d& déds diar
Assim, comparando-se a Eq.(3.8¢), acima, com a EDP transformada, Eq.(3.7a), ¢

possivel deduzir que:

dr _q.ds _ oo (3.8d-¢)
dg

d¢

Sendo ambas, por defini¢do, as equagdes caracteristicas da Eq.(3.7a).

Substituindo-se as Eqgs.( 3.8d,e) acima, na EDP transformada, Eq.(3.7a), da qual
dn(s,t)

ot resultando na EDO abaixo:
t

o lado esquerdo se reduz a

d— H 2 | = 0 =2
BED [ gt (1), T (s.0)=Eo (50 (3.92)

Ou seja, a EDP transformada, Eq.(3.7a), reduziu-se na EDO (3.9a) descrita acima, cuja

distribuicao inicial € resolvida a seguir:

Considera-se, inicialmente, que t=¢&, em decorréncia da Eq.(3.8d).

d.
Da Eq.(3.8¢), j;:—GS, segue que s=s,exp(—Gr). Logo, s, =sexp(Gt), a

qual ¢ substituida na distribuicdo inicial transformada, Eq. (3.7b), obtendo-se a seguinte

expressao para a distribui¢ao inicial da EDO:
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_ 3 (Ny /)
0= G+ () (3.9%)

Assim, em resumo, temos um PVI dado pelas Eqgs.(3.9a) e (3.9b), ou seja, pela

EDO e sua distribui¢do inicial, respectivamente.

Resolvendo a EDO, Eq.(3.9a), pelo Teorema de Bernoulli (ver resolugdo no

Apéndice III), resulta:

B exp [Deffszt}
1007 exp[Dyst] Dy [0, e
¢ ¢ § = §
(2+N,B1) c-P) T d 29 exp| —2 [In(2+N,4¢)]
2| NS(2+NBY) (Noﬁo) Ny
Segue o calculo para a obtencdo do valor da constante C:
Calculando-se a Eq.(3.10a) em t=0, tem-se:
_ 1
n, = - - (3.10b)
D, -2D,,
4 C—& _ 1 + oS . eXp|: oS :|1n(2)
2 2N0:Bo (Noﬁo) NOﬂO
Como a Eq.(3.10b) acima ¢ equivalente a distribuigdo inicial 7, = (No/%)
sexp(Gt)+(1/v,)
dada pela Eq.(3.9b), segue a igualdade:
(No/v) — _ ! (3.11a)
sexp(G1)+(1/v,) B 1 D//-SZ 2D /fs2
4 C-"201- L exp “— |In(2)
2| 2NB (NB) Nof,

Rearranjando a Eq.(3.11a) acima a fim de obter a expressdo em C:
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2
(nsexp(@+1) B, { L Dy

4N, 2| 2NB, (N,B)

-2D,,s’
T |In(2 :
NG }n( )} (3.11b)

A Eq.(3.10a), com a expressdo de C, dada pela Eq.(3.11b), representa a transformada de
Laplace da funcdo n(v,t). Para o retorno a funcdo original n(v,t), aplica-se entdo a

inversa da transformada de Laplace na Eq. (3.10a), obtendo:

exp [Deﬁszt]

1 .
n(v’t)_(z*'Noﬁol‘)ZL i exp[D szt} D" -2D.s°
C--2e- s 2exp[ & }[1n(2+N0,BOt)]

2| NBQ+NBY) (N,B,) N4,

(3.12)

Representando a Eq.(3.12) em termos do didmetro da particula, através da
conversao do volume v para o didmetro D, pela aplicagdo das equagdes (3.2a) e (3.2b),

resulta;

n(D,t)= (2 +3Jff)j3 0% L ) eXp[D:fs t] 2 G139
0 C—& ~ eXp[De.//‘S t] N Dys S exXp 2Dy [ln(2+N0ﬂol)]
2| NAQENAD (NA) | NA

Sendo,
Dsexp(Gt)+1 D,s’ -2D,,s
_(Bsew@o+) p[ 1 p[ }n@) G13)
4N, 2| 2NB, (N,B,) N,f,

As Egs.(3.13a) e (3.13b) podem também ser expressa na forma adimensional pela

aplicagdo das Egs. (3.5b) e (3.5¢), o que resulta:
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2 oxp| Yo sir
D> M, (3.14a)

5 exp{on0 szf} ,
0 ) _ 0 as Ch 2
-7 NB(2+7) + N exp[ 2as ][ln(2+1)]

0 ) Bl 1 as’ a2 14
W + { BN exp| —2ass ]m(z)} (3.14b)

Tendo em vista a necessidade de inversdao na Eq. (3.13), com a Eq. (3.13b), sera
empregado o método de solugdo que consiste na aplicagdo da transformada de Laplace
com inversdo numérica, para a obtencdo da solu¢do do modelo abordado, e assim
estimar a fun¢do n(D,¢). Os resultados do algoritmo de solu¢do para o método
numérico empregado sdo apresentados e discutidos no préoximo capitulo.

A seguir o fluxograma do algoritmo de solugdo que foi usado na simulacdo do

problema fisico.

Inicio

‘ Entrada '
dos dados

Inversdo numérica da
transformada de Laplace

Conversao de n(v,t)
para n(D,t)

Saida e
impressao
dos ‘
resultados /

Fim

Figura 3.1 - Fluxograma do algoritmo de solugao.
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CAPITULO 4

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para estimar a fun¢do densidade de distribui¢ao de tamanho de particulas n(D,t)
e assim obter a solucdo do modelo matematico abordado, aplicou-se a inversdo
numérica da transformada de Laplace na solucdo do modelo, o qual foi implementado
em um codigo computacional em linguagem Fortran 90/95 que usou a sub-rotina
DINLAP, com tolerancia igual a 10*, e o resultado foi gerado em um notebook com
processador Intel(R) CORE(TM) i5 de 2.30 GHz.

A transformada de Laplace da funcdo n(v,t) foi obtida pela aplicag¢do da técnica

na equagao diferencial parcial do modelo em relagdo ao volume, com os seguintes
coeficientes de coagulagdo ﬁ(v,f/)= B, e difusdo D,,, ambos constantes, tendo sido

empregados também o Método das Caracteristicas e a solu¢do de Bernoulli na equagdo
diferencial.
Para a reproducdo dos pontos obtidos e a projecdo das curvas apresentadas,

utilizou-se o software Grapher 9.
4.1 — ANALISE DO MODELO PROPOSTO

Para ilustrar o comportamento dos resultados da solugdo do problema abordado,
foram apresentados graficos, que foram usados para ilustrar também as comparacdes
desses resultados com os da solucdo via elementos finitos publicados na literatura por
GELBARD e SEINFELD (1978).

Para a simulacdo do problema unidimensional abordado, foi analisada uma

hipotese que considera os pardmetros mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1- Coeficientes e taxas usados no caso-teste.
ﬁ(v:‘_)) IV Sv(nvvvat) Dgﬁ”(n?v)

ﬁ() Gv 0 D eff
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Assim, a hipotese em andlise consiste em considerar a ocorréncia de crescimento

linear (Gv), coagulagdo com coeficiente de coagulagcdo constante ( 3,) e difusdo com

coeficiente difusivo constante (D, . ).

Na simula¢do do problema foram assumidos os seguintes valores para os

parametros: G = 2,4 um/h e Po=4,6.10" cm® / h, os quais foram estimados no modelo
de precipitador publicado por Li et al,(2000), sendo que para D . (difusdo) foram

atribuidos diferentes valores em cada instante de tempo. Para a condi¢@o inicial foram
assumidos: No=2. 10° em e vo=1cm’.

O caso teste em estudo serd discutido a seguir e seus resultados s@o ilustrados
através dos graficos representados pelas Figuras 4.2 a 4.7, para cada instante de tempo:
t = 0,25h, t = 1,00h, t = 2,00h, t = 4,00h, t = 6,00h ¢ t = 8,00h, com variagdoes do

coeficiente de difusdo p_(um’ / h), cujos valores foram: 10°,10%,10°, 10* ¢ 10

Na simulacdo do modelo abordado, foram utilizados diferentes numeros de
pontos de malha, de forma que o nimero de pontos usado foi dado conforme o
coeficiente difusivo considerado. Assim, para os valores de coeficiente de difusdo:
10’10, 10'8, 10'6, 10% e 10'2, o numero de pontos foram iguais a: 91, 91, 101, 141 e 101,
respectivamente. Pois, a obtencdo de curvas suavisadas consistiu em um refinamento
adequado, mediante a escolha de um determinado numero de pontos de malha.

Antes de discutir os resultados obtidos no presente trabalho, segue a Figura 4.1
que ilustra graficamente as comparagdes dos resultados obtidos no modelo abordado
com os publicados na literatura por GELBARD e SEINFELD (1978), via elementos
finitos, nos instantes T = 0,25; Tt = 1,0 e T = 2,0. Para essa comparacdo, foram usados

G
BN,

parametros adimensionais que tiveram os seguintes valores: A= =1 ¢

o=—2L=10" (tendendo a zero), sendo que 7= M ft.

BN,

Quanto as condi¢des iniciais, foram considerados: No = 1em™ e vo = lem’.

Tendo sido utilizado 81 pontos da malha, para esses dados.

25



7=0,25

Soluc¢ao analitica
= = = = Presente trabalho

n (D,t)

0 1 2 3
D
Figura 4.1 - Comparacdo entre os resultados gerados no presente trabalho e os
publicados por GELBARD e SEINFELD (1978) para A= ?V =10 e
0°7'0
a=20 _g0,
BN,

Nos trés tempos analisados, observa-se que houve excelente concordancia entre

os resultados obtidos no presente trabalho com os resultados da literatura. Isso ¢ devido

ao coeficiente de difusdo com o valor suficientemente baixo D, =10"" um® / h, de

forma que este ndo influencie nos resultados do modelo do presente trabalho.
Observa-se também que quando o tempo aumenta a densidade de tamanho de
particulas diminui e o diametro aumenta, com significativa taxa de aumento. Segundo
Batista (2011), isso ¢ devido a colisdo entre particulas para formar corpos maiores, cujo
aumento do didmetro ¢ descrito pela taxa de crescimento considerada em ambos os
modelos.
As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 ilustram graficamente o comportamento da densidade

de populacdo n(D,t), respectivamente, nos instantes t=0,25h, t=1,0h e t=2,0h, com as
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variagdes do coeficiente de difusdo (em wum*/h): D, = 107'°, D = 1078, D, = 107°,

_ —4 _ —2
D,=10"¢D, =10".
A Figura 4.2 mostra, no instante t=0,25h, o comportamento da fun¢do n(D,t)
com o coeficiente de difusdo variando em D, =107 um® / h> D, =10~ um* / h>
D, =107° um’ /h. Neste instante, observa-se graficamente que o didmetro das

particulas e a densidade de populacdo destas ndo variaram com a variagdo do

coeficiente de difusdo considerado para este instante.

2000000 ==
Tempo = 0,25 (h)
- -10
- a o a Deff:10 Mmzlh
1600000 — \ —10 2um2z/h
& & oDs10 KM
-6
— D =10 um?/h
£ 1200000
<
£
=3
e: 800000
=
400000
0
0 1 2 3
D (m)

Figura 4.2 - Comparacao da densidade de populagdo gerada no presente trabalho

durante o intervalo de tempo 0,25 (h), com variagdes do coeficiente de difusdo.

No fendmeno ocorrido no instante t = 0,25h, ndo houve efeitos difusivos
relevante sobre as particulas e o comportamento dindmico das mesmas, de forma que
neste instante ndo houve crescimento significativo das particulas e também a densidade
de populagdo ndo teve alteragdo consideravel.

A Figura 4.3 mostra o comportamento da funcdo n(D,t) no instante t = 1,00h

com a variagdo do coeficiente de difusdo de valores (em um’/h): De/le()*lo,
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-8 —6 4 e~ ~ . .
= = = N a variacao nao 1nﬂuen010u
D, =10".D,=10° ¢ D, =10", sendo que ess ¢

significativamente no comportamento dinamico das particulas e assim a fun¢do n(D,t)
se manteve graficamente inalterada também neste instante.

A andlise fisica do fendmeno ocorrido neste instante ¢ semelhante ao observado
no instante anterior t = 0,25h, pois ndo houve efeitos difusivos significativos sobre o

comportamento dinamico das particulas.

800000 =
Tempo = 1,00 (h)
-10
7 - = = = D;=10 um?h
D, ~10"um/h
600000 = ® & O
-6
— D,~10 1m?h
: ] —10"‘um2h
T O O OPa~10 Hm
3400000
g
=
200000

I
0 2 4 6

D (um)
Figura 4.3 - Comparacdo da densidade de populacdo gerada no presente trabalho

durante o intervalo de tempo 1,00 (h), com variagdes do coeficiente de difusao.

Na Figura 4.4 ¢ ilustrado o comportamento da func¢do n(D,t) no instante
t = 2,00h, cujo coeficiente difusivo (em um’/h) variou em: D, =107'°, D, =107%,
D, = 1076, D, = 10 e D, = 1072. Assim como ocorreu nos dois instantes anteriores

t = 0,25h e t = 1,00h, também neste instante a variagdo do coeficiente de difusdo nao

influenciou variando nao influenciou na fungao n(D,t).
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250000 =
Tempo = 2,00 (h)
- o e e Deﬂ'=10-loum2/h
200000 = 8
=10 2/h
& & ¢ Da10 MM
-6
o D,=10 LUm?*h
£ 150000 =
e%) 4
—10 2
g . O O © Dam10 Hm¥h
= 2
2100000 + o D10 Hm¥h
=
50000
0 1
0 4 8 12 16 20

D (wm)
Figura 4.4 - Comparacao da densidade de populacdo gerada no presente trabalho

durante o intervalo de tempo 2,00 (h), com variagdes do coeficiente de difusdo.

Observa-se, porém, que conforme o tempo aumentou de t = 0,25h a t = 2,00h, o
diametro das particulas aumentou e diminuiu a densidade de populacdo, sem uma
influéncia significativa da variacdo do coeficiente difusivo utilizado no modelo. O
aumento no didmetro foi causado pelas colisdes entre particulas, e ocorreu
principalmente devido a taxa de crescimento considerada no modelo do presente
trabalho.

Nos graficos das Figuras 4.5, 4.6 e 4.7, que mostram o comportamento da
densidade de populagdo, respectivamente, nos instantes t = 4,0h; t = 6,0h e t = 8,0h, foi

usado somente o coeficiente de difusdao D ;= 10 um’ / h, pois ao variar o coeficiente

de difusdo, a funcdo n(D,t) ndo teve nenhuma variagdo, para cada um desse instante de

tempo fixado.

O comportamento da fun¢do n(D,t) em t = 4,0h ; t = 6,0h e t = 8,0h ¢ ilustrado

para observar que mesmo sem nenhuma influéncia da variagdo do coeficiente difusivo
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sobre a densidade de populacdo, em cada um desses instantes fixados, o didmetro das
particulas continuaram aumentando quando o tempo aumentou e entdo a densidade de
populagdo continuou diminuindo. Tendo esse aumento do didmetro ocorrido somente
devido ao modelo considerar a taxa de crescimento, pois o coeficiente de difusdo
considerado para estes instantes nao influenciou na fun¢ao n(D,t).

25000 =
- Tempo = 4,00 (h)

-6
D,=10 Lum?/h

20000 =

15000 =

t) (Wm3em)

-

10000 ==

n (D

5000 =

I v I v I v I v 1
0 20 40 60 80 100

D (um)
Figura 4.5 - Densidade de populagdo gerada no presente trabalho durante o tempo 4,00

(h), com o coeficiente de difusdo D, = 107° .
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4000 =
Tempo = 6,00 (h)
7 -6
D =10 HLmz/h
3000 —
'E -
<
=
=.2000 —
=)
- -
1000 =
0 T T T T T T T T T |
0 100 200 300 400 500

D (um)

Figura 4.6 - Comparacao da densidade de populagdo gerada no presente trabalho
durante o tempo 6,00 (h), com o coeficiente de difusdo D = 107°.

500 =
Tempo = 8,00 (h)

-6
D =10 tm>/h

400 =

100 =

v T v T v T v T v |
0 500 1000 1500 2000 2500
D (um)

Figura 4.7 - Comparacdo da densidade de populacdo gerada no presente trabalho

durante o tempo 8,00 (h), com o coeficiente de difusdo D = 107°.

31



De uma forma geral, analisando graficamente a comparagdo dos resultados
obtidos neste trabalho com os da literatura, observa-se que houve excelente
concordancia grafica entre tais resultados. Pois, para essa comparacdo, o coeficiente
difusivo considerado no modelo do presente trabalho teve valor suficientemente
pequeno, de forma a ndo influenciar em sua densidade de populagao.

Analisando os resultados obtidos no presente trabalho, para o instante fixado
t = 0,25h, observa-se que ndo houve variagdo significativa na densidade de populacao
n(D,t), quando variou o coeficiente de difusdo, embora graficamente a fun¢ido n(D,t) ndo
tenha variado para este instante. O fendmeno ocorrido em t = 0,25h ¢ analogo ao
ocorrido nos instantes fixados t = 1,0h e t = 2,0h. Quanto aos resultados obtidos para o
instante fixado t = 4,0h, a densidade de populacdo neste instante ndo teve nenhuma
variagdo, quando o coeficiente de difusdo variou, da mesma forma que ocorreu nos
instantes fixados t = 6,0h ¢ t = 8,0h.

Em todos os instantes do processo, a densidade de populagcdo diminuiu quando o
tempo aumentou devido ao aumento do diametro das particulas, mesmo ndo havendo
influéncia do coeficiente difusivo sobre a fungdo n(D,t). Tendo o aumento do diametro
ocorrido pela taxa de crescimento considerada no modelo.

Analisando fisicamente, observa-se que nos instantes iniciais do processo, de
t =0,25h, t = 1,0h e t = 2,0h, em que as particulas tém menor didmetro, a variagdo da
densidade de populagdo, embora ndo tenha sido significativa, ¢ um fenomeno explicado
pelo fato de particulas menores serem mais sujeitas aos efeitos difusivos, pois,
conforme descrito por Elgarayhi et al. (2004), a difusdo representa o principal efeito
dindmico em particulas muito pequenas.

Assim, a variagdo da densidade de populagdo de particulas pequenas, nos
instantes iniciais do processo, mesmo ndo tendo sido significativa, ocorreu por
influencia da difusdo que afeta principalmente a popula¢do de particulas de menor
tamanho, embora essa variagdo ndo seja visivel graficamente.

Quanto aos resultados obtidos para os instantes seguintes t = 4,0h; t = 6,0h e t =
8,0h, em que as particulas haviam aumentado de tamanho, a densidade de populagao
ndo teve nenhuma variacdo, devido a estas particulas serem menos afetadas pela

difusao.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

5.1 - CONCLUSOES

Os resultados obtidos neste trabalho permitiram avaliar a influéncia do termo
difusivo presente na equacdo de balango populacional que foi empregada no problema
fisico abordado, de transporte convectivo e difusivo de particulas com taxa de
nascimento e morte, cuja solugcdo foi obtida pela técnica da transformada de Laplace
com inversdo numérica que mostrou assim a sua aplicabilidade na solug¢do desse
problema.

Os resultados gerados pela inversdo numérica da transformada de Laplace, a
qual foi executada pela subrotina DINLAP da biblioteca IMSL (1989), foram
comparados variando-se o coeficiente de difusdo em cada instante de tempo do
processo. A partir dessas comparacdes, foi observado que o coeficiente difusivo ndo
influenciou sobre a densidade de populacdo do modelo abordado.

Também foram gerados resultados da transformada de Laplace com inversao
numérica usando um coeficiente difusivo suficientemente pequeno, de forma que ndo
influencie nos resultados do presente trabalho. Esses resultados tiveram excelente
concordancia quando comparados com dados da literatura, confirmando assim a
validade da metodologia de solugdo utilizada para resolver o problema do presente
trabalho.

Para a visualiza¢do dos resultados referentes as comparacdes descritas acima, foi
analisado o comportamento dos graficos gerados na simulagcdo do modelo do presente
trabalho. Esses mecanismos alternativos foram suficientes para a interpretagdo dos
resultados, e assim a técnica da transformada de Laplace com inversdo numérica

mostrou-se capaz de fornecer resultados satisfatérios para o problema abordado.
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5.2 — SUGESTOES

Como sugestdes para a continuagdo deste trabalho, propdem-se comparar os
resultados do modelo de balango populacional abordado por inversdo numérica da
Transformada de Laplace com os resultados por Transformada de Laplace e por

Transformada de Integral.
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APENDICE I

CALCULO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE DOS TERMOS DA
EQUACAO (3.1a), DESCRITA NO CAPIiTULO 3

Termo 1
Jd N « 0 ,t .
L [ (ng ))]:IO e (n(—(; )) dv:%jo e—svn(v,t)dv:%ﬁ(s,t)dt (L1a)
Onde, por definigdo, 7 (s,t)= JO“’ e n(v.t)dv (L1b)
Termo 2
J N - d Jt
L l:GM]:J' e_‘WGMdv w2
dv 0 dv

Aplicando-se a integragdo por partes na integral acima,

S (13a)
du=-se"dv (1.30)
0
dv:GMdv (I3¢)
v
v=0,vn (v,t) (13d)
62D o] sG] e 139
dv ’ 0 ’ , |

Quando v — oo, n(v,t) — 0, ou seja, devido a colisdes entre as particulas, o volume

cresce, de forma que a funcdo densidade de distribui¢do de tamanho diminui pela
ocorréncia da perda de particulas para o corpo que esta aumentando de volume, logo:
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L [G M] = SGJ.OW evn(v,t)dv (1.4a)

dv

Sabendo-se que, n (s, t) = Jj e’'n (v, t) dv (1.4b)

E, derivando a Eq. (I.4b) em funcdo de s, logo

dﬁ(s,t)
ds

= —Im e vn (v,t)dv (L4c)
0

Substituindo-se a Eq. (I.4c) na Eq. (I.4a), obtém:

. [Ga(vn(v,t))]:_sGdﬁ(s,t) (L5)
dv ds
Termo 3
9% (n(v,t w 0 (n(v,t
L [Deﬁ %]:Deﬂjo e“%dv (L6)

Efetuando uma integragdo por parte na integral da eq.(I.6) acima

eV ——dv=|e dv  (17)
dv

0 o’

r 3 (n(n)) {_W ML“J& on(v,1) oo

-sva”(v’t)m _8_n
v . v

Onde, [e

v=0

Pois, quando ¥ —>>*>¢ " =0 E, quando V0, ¢ =1,
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Substitui-se a eq.(I.7) na integral da eq.(1.6), resulta:

+ SJOM e on (V’ t) dv} (1.8)

Em seguida, prossegue-se efetuando novamente a integracao por parte na integral da
eq.(L.8), ou seja:

J:c e anéx;,t) dv= [e‘”n(v, t)]: + SJ‘: e 'n(v,t)dv=-n(0,t)+ SJ‘: e 'n(v,t)dv 1.9)

Onde, [e_svn(v,t)]: =-n(0,7)

Pois, quando v —,e™ —0_E, quando V=0, ¢ —1

Substitui-se a eq.(1.9) na integral da eq.(1.8), resulta:

1%

0’ (n(v,t)) on
‘ {D%T =D {‘a—

+5 (—n(O, 1)+ sj: e 'n(v, t)dv)}

v=0

Pelas condig¢des de contorno, n(0,£)=0 e g_n =0, logo
v v=0
9’ (n (v,t)) .
L {Deﬂ i =D, {32_[0 e n(v,t)dv}
Da defini¢do 7 (s,t) = J: e n(v,t)dv, resulta:
9’ (n (v,t)) B
L [Deff a7 = Deffszn (S,t) (1.9)
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Termo 4

Termo 5
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(1.10a)

(1.10b)

(1.10¢)

(L11)

(1.12)



APENDICE II
CALCULO DO MOMENTO M, PARA O CASO-TESTE ANALISADO

B - CALCULO DO MOMENTO A, COM COEFICIENTE DE DIFUSAO E TAXA
DE CRESCIMENTO PARA f3(v,%)=f,.

Mo(t)zjown(v,t)dv (B.1.1)
on(v,t 3vn(v,t) Fn(vt) 1 o .

gt )+G ( o ):Deﬁ ’;E}‘Z} )+EJ.0ﬁon(v—v,t)n(v,t)dv—n(v,t)JO ﬁon(v,t)dv (B.1.2a)
f: ang:,t) .G 8[vna(VV,t)] =D, azgg,t) +% Jo"n(v—v,t)n(ﬁ,t) di—n(v,)B, j:n(ﬁ,t) dﬁ}dv (B.1.2b)
Portanto

af Jvn(v,1)] o= D ’uv), j:[& | ”n(w,z)n(ﬁ,z)dﬁ]dv—ﬁOMO(z) j:n(v,t)dv (B.1.2¢)

I= J:[Jovn(v—ﬁ,t)n(ﬁ,t)dﬁ}dv (B.1.3a)

Mudando a ordem de integragdo da Eq. (B.1.3.a)

I:J:n(ﬁ,t)[ j:n(v—ﬁ,t)dv}dﬁ (B.1.3b)
dvd? =|J| dudii (B.1.4a)
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v
M:au ou| _|1 1:1
o o
ou o

logo

1= :n(ﬁ,t)“:n(u,t)du}dﬁ
1= U:n(ﬁ,t)dﬁ}“:n(u,t)du}

1=M3 1)
Substituindo a Eq. (B.1.5¢) na Eq. (B.1.2¢), logo

am, (t)
dt

_D on(v,t)

+Gvn(v,t):— T
0

+ 2 (0)- B ()

on(v,t)

quando v — o, i1(v,t) > cte e
v

— 0, tem — se:

Resolvendo a Eq. (B.1.6b) para t =0 ¢ M, (O) =N,, logo

— 2NO
2+ BNt

M, (1)
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(B.1.4b)
(B.1.4¢)

(B.1.4d)

(B.1.4e)

(B.1.5a)

(B.1.5b)

(B.1.5¢)

(B.1.6a)

(B.1.6b)

(B.1.6¢)



APENDICE III

SOLUCAO DA EDO (3.6f) ATRAVES DA TEORIA DE BERNOULLI
% +(BM.(t)—D 5 = %ﬁz (C.1)

Hipoteses para a solu¢do de uma equagao de Bernoulli:

n=>2 (C.2a)
P (O)=01=n)p)=(Ds’ - f,Mo(1)) (C.2b)
¢ ©=0-nq)=-2> 20)
st =g =L (C.2d)
n
Célculo do fator de integragao:
,U* _ ejp*(t)dt _ e_[(Dqﬁ.SZ_ﬁoMo(t))dt _ eDL,”, J.Szdte—ﬂOJ‘Mo(t)dt (C.3a)
Onde
o P (C.3b)
e
2N,
e—ﬁojMO(f)df _ e_ﬂ Oj NSt _ o 2 Nof) _ 1 (C.3¢)

2+N,Byt)’
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De forma que,

X Dy |s*dt -y | Mo(t)dt D, st 1
=e -fj e .[ =e ¥

“ QN By

D, 52t
e 78

Logo, £ = (24 N, ey

Solugao geral:

z

C+[q'(ty'dr
ﬂ*

Substituindo a Eq.(C.2¢c) e Eq.(C.3e) na Eq.(C.4a), obtem-se:

Deﬁ»s2 t

s = Ce_DEﬂSZt (2 + Noﬁot)z _ e—Deﬁszt (2 + N()ﬁot 2 %J €

Ou,

D IB eDe.ffszl
z=¢ QN B | C- 2 [ ar
2 42+ N,y

Deﬂszt
. e -
Calculo da integral: J—dt onde: u=2+N,Bt; du=N,,dt
2 4 0770 070
(2+N,Byt)
of u=2 —ZDE”-S2 Dejfszu
D5’ P oty Nof Nof
e eff 00 e 00 e 0~0

j(2+N0ﬁ0t)2 dt=| N, B = NoﬁoI o
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————dt
2+ N, Bty

(C.3d)

(C.3¢)

(C.4a)

(C.4b)

(C.4c)

(C.523)



Dt,/fxzu

NOﬁO
Calculo da integral: J.e —du, expressa na Eq. (C.5a), usando o método de integrag@o
u
por partes,
Dcftf’szu Dq’fszu Dwszu
Nobi Nby D s? e Nob
e e oo Ky e
= du=- | du (C.5b)
u u N, 0:30 u

Substituindo-se (C.5b) em (C.5a), resulta:

—2Dg//52 quszu Defszu
eDeﬁ‘Sz[ e Noy e Nofy Deﬂ’sz e Nofy
J N TN N J du (C.5¢)
(2+ NSyt By u o3, u
Ou,
-2D,;s° Dysu
eDf.'Z/SZ[ e NoBy e NoBy D S2

dt = - +— 1n(u
J(2+Noﬂ0t)2 Noﬁo Y Noﬁo ( ) (CSd)

Dt,/fxzu
NOﬁO

du foi substituida aqui pela aproximag¢ao In (u)

Onde, J.e
u

(Esta aproximagao decorre do emprego da seguinte integral exponencial sendo

~ e = (ax)’
representada pela expansdo em série: J —dx=In(x)+ ZQ)
X = n.n!

Ou seja,

Substituindo-se a Eq. (C.5d) na Eq.(C.4c¢):

72D£,/fs2 Deffszu
Noby NBy D s?
- 2 e e
c=e Py o P - +—2L—1In(u) (C.6a)
2 N,j, u N, B,



Onde, u =2+ N, [t

Ou,
Deffsz (u-2) R
, NoBo D 2 —2Dys
c=etiy o Pl e FI2 e MR () (C.6b)
2 N, Byu ( N, B, )

Da expressdo z = é, obtém-se 7, com a substitui¢do de u =2+ N B¢ na Eq.(C.4i):
n

~ eDc[f52[
"= : (C.7a)
D(f/fszt D s2 —ZDeffs .
(2+N,B,) c Al e + e M Tin(24N,fy) |
2| NBCENBD (N,B)
Ou,
B exp[Deﬂszt}
"= (C.7b)

8] ee[Dyst] Dy [ap,s
2+ N,Bp) {c 2{ N A TN R [In(2+N, )]
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